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Université Paris - Saclay 2025-2026

NOM :

PRENOM:

GROUPE:

Contrôle continu - février 2026
Tout document, téléphone ou calculatrice est rigoureusement interdit.
La qualité de rédaction est un facteur important dans l’appréciation des
copies. Vous êtes donc invité-e-s à produire des raisonnements clairs,

complets et concis.

1. Exercice 1

1. Exprimer cos2(x) en fonction de cos(2x). On utilise la formule de cos(a+ b)

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x) = 2 cos2(x)− 1.

Donc

cos2(x) =
1 + cos(2x)

2
.

2. Calculer l’intégrale suivante :

I =

∫ 1

−1

√
1− x2 dx.

On pourra utiliser le changement de variable x = sin θ. Posons x = sin θ. Alors dx = cos θ dθ et√
1− x2 =

√
1− sin2 θ = cos θ.

Lorsque x = −1, θ = −π
2 et lorsque x = 1, θ = π

2 . Donc

I =

∫ π
2

−π
2

cos2 θ dθ.

D’après la question précédente, on a

cos2 θ =
1 + cos(2θ)

2
.

Ainsi

I =
1

2

∫ π
2

−π
2

1 dθ +
1

2

∫ π
2

−π
2

cos(2θ) dθ.

Or ∫ π
2

−π
2

cos(2θ) dθ = 0,

donc

I =
1

2
× π =

π

2
.



3. Bonus : Donner une interprétation géométrique. L’intégrale représente l’aire d’un demi-disque de
rayon 1. L’aire d’un disque de rayon 1 vaut π, donc celle du demi-disque vaut π

2 .

2. Exercice 2

Pour tout entier n ∈ N, on pose un =
∑n

k=0(k + 1)3 − k3 et vn =
∑n

k=0 k
2.

1. Calculer un. La somme est télescopique :

un = (13 − 03) + (23 − 13) + · · ·+ ((n+ 1)3 − n3).

Tous les termes intermédiaires s’annulent, donc

un = (n+ 1)3.

2. En développant (k + 1)3, déduire que vn = n(n+1)(2n+1)
6 . Développons :

(k + 1)3 − k3 = 3k2 + 3k + 1.

Donc

un =

n∑
k=0

(3k2 + 3k + 1) = 3

n∑
k=0

k2 + 3

n∑
k=0

k +

n∑
k=0

1.

Or
n∑

k=0

k =
n(n+ 1)

2
,

n∑
k=0

1 = n+ 1.

Comme un = (n+ 1)3, on obtient :

(n+ 1)3 = 3 vn +
3n(n+ 1)

2
+ (n+ 1).

En simplifiant, on trouve :

vn =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

3. Bonus: Proposer une deuxièmes méthode. On peut démontrer la formule par récurrence.

3. Exercice 3

Calculer la limite si elle existe:

1. un = n−4
n2+n−1 On divise numérateur et dénominateur par n2 :

un =
1
n − 4

n2

1 + 1
n − 1

n2

.

Quand n → ∞, tout tend vers 0 au numérateur et vers 1 au dénominateur, donc

lim
n→∞

un = 0.

2. un =
(

sin(a+ 1
n )

sin(a)

)n

On utilise le développement limité :

sin

(
a+

1

n

)
= sin a+

1

n
cos a+ o

(
1

n

)
.
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Donc
sin

(
a+ 1

n

)
sin a

= 1 +
cot a

n
+ o

(
1

n

)
.

Ainsi
un −→ ecot a.

3. un = n2 ln(1 + 1
n )− n On utilise le développement :

ln

(
1 +

1

n

)
=

1

n
− 1

2n2
+ o

(
1

n2

)
.

Donc

n2 ln

(
1 +

1

n

)
= n− 1

2
+ o(1).

Ainsi

un → −1

2
.
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