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TOoUT DOCUMENT, TELEPHONE OU CALCULATRICE EST RIGOUREUSEMENT INTERDIT.
LA QUALITE DE REDACTION EST UN FACTEUR IMPORTANT DANS L’APPRECIATION DES

COPIES. VOUS ETES DONC INVITE-E-S A PRODUIRE DES RAISONNEMENTS CLAIRS,
COMPLETS ET CONCIS.

1. Exercice 1

1. Exprimer cos?(x) en fonction de cos(2z). On wutilise la formule de cos(a + b)

cos(2z) = cos?(z) — sin?(x) = 2cos?(z) — 1.
Donc ) 5
cos?(z) = M.
2
2. Calculer Iintégrale suivante :

1
I:/ V1—22dz.
-1
On pourra utiliser le changement de variable x = sinf. Posons x = sinf. Alors dx = cos 0 df et

\/1—x2:\/1—sin20:cosﬁ.

5 etlorsquex =1, 0= 7%

5 Donc

I:/2 cos? 0do.

cos? 0 — 1+ cos(20)

Lorsque t = —1, 0 = —

D’aprés la question précédente, on a

2
Ainsi _
1 [2 1 [=2
I= 7/ 1d6 + f/ cos(20) db.
2/ = 2 ) =
2 2
Or .
/2 cos(20)df = 0,
-Z
donc )
T
== = —.
2 XT3



3. Bonus : Donner une interprétation géométrique. L’intégrale représente l’aire d’un demi-disque de

rayon 1. L’aire d’un disque de rayon 1 vaut 7, donc celle du demi-disque vaut 7.

2. Exercice 2

Pour tout entier n € N, on pose u, = Y ;_o(k+1)> — k% et v, =Y 1_, k>
1. Calculer u,,. La somme est télescopique :
un = (17 = 0%) + (2° = 1) 4+ (n+1)° = n?).
Tous les termes intermédiaires s’annulent, donc
U, = (n+1)3.

w. Développons :

2. En développant (k + 1)3, déduire que v,, =
(k4 1) — k3 =3k? + 3k + 1.

Donc

un:2(3k2+3k+1):Sik2+3ik+il.
k=0 k=0 k=0

n
k=0

Comme u, = (n+ 1), on obtient :
(n+1)®=30v, +
En simplifiant, on trouve :

_n(n+1)2n+1)
vy = G .

3. Bonus: Proposer une deuxiemes méthode. On peut démontrer la formule par récurrence.

3. Exercice 3

Calculer la limite si elle existe:

1. up = 5555 On divise numérateur et dénominateur par n? :
1_ 4
n n2
Uy =
1_ 1
1+ n n2

Quand n — oo, tout tend vers 0 au numérateur et vers 1 au dénominateur, donc
lim u,, = 0.

n— oo

2. u, = (%) On utilise le développement limité :
sm(a+ — ) =smma+ —cosa+o| —|.
n n n
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Donc

: 1
sm(aJrTL) :1+cota+0<1).
n n

sina

Ainsi

U, ecot a

3. u, =n?In(1+ %) —n On utilise le développement :

In 1+l *lfiJro L
n) n  2n2 n? )’

Donc

Ainsi
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