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Fiche de trigonométrie

Fonctions circulaires

Définitions. Le cercle trigonométrique est un cercle particuliérement utile pour définir les angles ainsi que
les fonctions trigonométriques. 1l s’agit du cercle dont le rayon est égal a 1 centré sur l'origine du repere.

tana

L’abscisse du repére correspond a cos(a) et son ordonnée correspond a sin(a).

sina

cotana =

tana =
cosa tana

Cosinus et sinus d’angles particuliers.ﬂ

v |0 F 7 % 2 ™
cosz |1 § g % 0 -1
sinx | 0 % g @ 1 0
tanx | 0 % 1 /3 non définie 0

2m-périodicité.

cos(z + 2km) = cosx sin(x + 2km) = sinz tan(zr + 2k7) = tanx VkeZ

Formules d’Euler. Pour tout réel z :

€' = cos(x) + isin(x)
eim + efix ) eix _ efix

cos(r) = ——— sin(z) = .

2 21

Formules élémentaires. Pour tout réel x :
cos’z +sinz =1
2 2. _

1+ tan“z = 5 I+ cotan®z = —;

cos? x sin” x




Formules de symétrie et de déphasage. Pour tout réel x :

cos(—x) = cosx sin(—z) = —sinx tan(—x) = — tan(z)
cos(m —x) = —cosx sin(r — x) = sinz tan(m — z) = — tan(x)
cos(m 4+ x) = —cosz sin(m + &) = —sinzx tan(m + ) = tan(z)
(5-2)=sinzsin(5-1) tn (5 1) =
cos|— —x) =sinz sin (= —x) =cosx an(— —x) =
2 2 2 tan(x)
(5+0) = sz sin(G+a) o (5+0) =
cos (= +z)=—sinz sin| - +x) =cosz an(—+z) =
2 2 2 tan(z)
Formules d’addition. Pour tous réels a et b :
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb sin(a — b) =sinacosb — sinbcosa

tan(a) — tan(b)
1 + tan(a) tan(d)

tan(a) + tan(b)

1 — tan(a) tan(b) tan(a —b) =

tan(a + b) =

Formules de linéarisation. Pour tout réel a :

cos(2a) = cos® a — sin® a

cos(2a) =2 cos’a—1=1-2 sin’a sin(2a) = 2 sinacosa
1 5(2 1 —cos(2 2t
cos?a = 1EOSA)  qp 12 0s@a) o) o 2tana)
2 2 1 — tan®(a)

Formules produit-somme et somme-produit. Pour tout réel a et b :

cos(a — b) — cos(a + b)
2

cos(a) cos(b) = cos(a — b) ;r cos(a+b) sin(a) sin(b) =

sin(a — b) + sin(a + b)
2

sin(a) cos(b) =

cos(a) + cos(b) = 2 cos(a _2|_ b) cos(a g b) cos(a) — cos(b) = —2 sin(a _2|_ b) sin(

sin(a) + sin(b) = 2 sin(a ; b) cos(a ; b) sin(a) — sin(b) = 2 cos(a ; b) sin(a —b

Formules trigonométriques en fonction de I’angle moitié. Pour ¢ = tan(5), on a :

1—¢2 () 2t tan(z) 2t
Sin(xr) = anlxr) =
1442 1+¢2 1—1¢2

cos(z) =




Fonctions trigonométriques réciproques.
y = arccos(x) <= x = cos(y)

arccos : [—1,1] — [0, 7]
) T . .
arcsin : [—1,1] — [—5, 5] y = arcsin(x) <= x = sin(y)
arctan : R —] — g, g[ y = arctan(z) <= x = tan(y)
Y Y )
—— x x

Y = arccosx y = arcsinx Yy = arctanx

Propriétés des fonctions trigonométriques réciproques.
arccos(cos(z)) = x, Vx € [0, 7] cos(arccos(z)) = z, Vo € [—1,1]

T T

5 5] sin(arcsin(z)) = z, Va € [—1,1]

arcsin(sin(z)) = z, Vx € |

arctan(tan(z)) = x, Vo €] — g, g[ tan(arctan(x)) = z, Vo € R

arccos(0) = g arcsin(0) =0 arctan(0) =0

lim arctan(z) = 400 lim arctan(z) = —oo
TG -5

sin(arccos(z)) = V1 — 22 cos(arcsin(z)) = V1 — 22

arccos(z) 4 arccos(—z) = 7 arcsin(z) + arcsin(—x) = 0 arctan(z) + arctan(—z) =0

arccos(x) + arcsin(z) = g
1 7 VxeR}
arctan(z) 4+ arctan(—) = 2 *
r -2 VzeR:
Dérivées.
f f Dy
cos(z) — sin(z) R
sin(x) cos(x) R
tan(x) 1+tan?(x) | ] — z, 7]
arccos(x) \/1117 ]—1,1]
arcsin(x) \/11_7 [—1,1]
arctan(x) T R

Equations trigonométriques.
b=a+ 2km ou

sing =sinb <
{b:(ﬂ—a)+2k7r

b=a+ 2kw ou
cosa = cosb <—
b= —a+ 2km

tana = tanb <— b=a+ k7



Fonctions hyperboliques
Définitions. La fonction cosinus hyperbolique est la fonction ch : R — R définie par :

ch(z) = %

La fonction sinus hyperbolique est la fonction sh : R — R définie par :

La fonction tangente hyperbolique est la fonction th : R — R définie par :

sh(z) e*—e™®
h = =
thiz) ch(z) e*+e®

Y Y

y=chz y=shuz

Formules élementaires. Pour tout réel z :

e” = ch(x) 4 sh(x)

ch’(z) —sh’(z) =1  1—th*(z) =

Formules d’addition. Pour tous réels a et b :

ch(a + b) = ch(a)ch(b) + sh(a)sh(b) sh(a + b) = sh(a)ch(b) + sh(b)ch(a)
ch(a — b) = ch(a)ch(b) — sh(a)sh(b) sh(a — b) = sh(a)ch(b) — sh(b)ch(a)

th(a) + th(b)

 th(a) - th(b)
T+thame) e

th b) = —
(a+b) 1 — th(a)th(b)
Formules de linéarisation. Pour tout réel a :

ch(2a) = ch?®a + sh?a

2 th(a)

ch(2a) = 2 ch®(a) — 1 =14 2 sh*(a) sh(2a) = 2 sh(a)ch(a) th(2a) = m



Formules produit-somme et somme-produit. Pour tout réel a et b :

ch(a — b) 4 ch(a + b)
2

ch(a + b) — ch(a — b)

ch(a)ch(b) = 5

sh(a)sh(b) =

sh(a — b) + sh(a + b)
2

sh(a)ch(b) =

i+ -2 ()5 e 2% (%5

a0 =2 (55Y) -2 ()5

Fonctions hyperboliques réciproques. La fonction ch est une bijection de Ry sur [1,+oo]. Sa réciproque
est appelée argument cosinus hyperbolique et est notée argch, et donnée explicitement par

argch(z) = In(z + Va2 — 1)

La fonction sh est une bijection de R sur R. Sa réciproque est appelée argument sinus hyperbolique et est notée
argsh, et donnée explicitement par
argsh(z) = In(z + Va2 +1)

La fonction est une bijection de R sur | — 1, 1[. Sa réciproque est appelée argument tangente hyperbolique et
est notée argth, et donnée explicitement par

1 1
argth(z) = 3 ln(1 i_ i)
Y Yy Y
. x x : : x
y = argchx y = argshz y = argtho
Dérivées.
f f Dy
ch(x) sh(x) R
sh(z) ch(x) R
th(z) | 1—th*(z) R
argch(x) xLl 11, 400[
argsh(x) \/11_7 R
argth(z) — ]—1,1]




