MATH 256 Mathématiques S4
Université Paris - Saclay 2025-2026

EXAMEN PARTIEL DU 24 FEVRIER 2026
DUREE 2 HEURES

LES DOCUMENTS ET CALCULATRICES SONT INTERDITS.
L’UTILISATION DE STYLOS EFFACABLES OU « FRIXION »EST FORTEMENT
DECONSEILLEE.

LA NOTE TIENDRA COMPTE DU SOIN DE LA REDACTION, DE LA JUSTIFICATION

DES CALCULS ET DES RAISONNEMENTS.
LE BAREME N’EST QU’INDICATIF

1. Nombres complexes (7 pts)

(1) (3 pts)Soit z = re?. Donner le module et un argument pour les nombre suivants : 2, %, iz, e?

(2) (a) (2 pts)Linéariser cos(t)?sin(t)? (i.e. 'exprimer en fonction de cos(kt), sin(kt) pour 1 < k <
4)
(b) (2 pts)En déduire les primitives de cos(t)?sin(t)?

Solution :

0

(1) On pose z = re' avec r = |z| > 0.

— z=re " : module r, argument —¥.
1 1 . 1

— = =~ % : module -, argument —6.
z r r

— 24 = rte* : module r*, argument 46.

— iz = re'®™/2) (car i = ¢"/?) : module r, argument 6 + g

e = er0059+irsin9 — ercos@ 6i7"sin9 - module ercosﬁ’ argument rsin 6.
it | it it it
. e’ +e . e’ —e
(2) (a) On utilise les formules d’Euler cost = —5 et sint = —
i

On remarque d’abord que :

it —it\ 2
1, - 1
cos?(t) = (%) = 1(62” +e 4 2) = §(COS(2t> +1)

et

done :

cos?(t) sin®(t) = i(l — cos(2t))(cos(2t) + 1) = i(l — cos(2t)?) =

%1(1 - %(005(425) +1)) = % — écos(élt)



(b) On integre terme a terme :

9/ . B 1 cos(4t) _t sin(4)
/cos (t) sin (t)dt—/<8 5 dt—8 32 +C, CeR.

2. Suites et limites (10 pts)

(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un contre-exemple)

(a) (1pt)Si (Juy|)n>1 est une suite convergente alors la suite (u,),>1 est convergente.

2

(b) (1pt)Si a = lim,, u,, alors lim, u? = a*

(2) (2pt)Calculer la limite de n*/™ lorsque n tend vers +oo
(3) Soit Uupy1 = /2 + u, avec ug =0
(a) (2pt)Montrer par récurrence que 0 < u, < 2.
(b) (2pt)Montrer que la suite est croissante.
(c) (2pts) En déduire qu’elle converge et calculer sa limite.

Solution :

1) (a) FAUX. Si u,, = (—1)", la suite (|u,|)n>1 converge car elle est constante égale a 1, mais la
> g g
suite (up)n>1 diverge.
(b) VRAL. La fonction z — 22 est continue, donc si u,, — a alors u? — a* par continuité.

nn Inn
(2) On calcule lim,_, . n*™. On pose a, = n'/™ = e, Comme — — 0 quand n — 400
n
(croissance comparée), on obtient par continuité de ’exponentielle :

Inn
Un — % — 5 0 =1.
n—-+o0o

n

(3) Soit Upr1 = V2 + Uy, ug = 0.

(a) On raisonne par récurrence :
-ug =0, donc 0 < uy < 2.
- Supposons 0 < wu, < 2. Alors 2 < 2+ u, < 4, donc en prenant la racine carrée :
V2 < Uns1 < 2. En particulier 0 < u, 1 < 2.
Par récurrence, 0 < u,, < 2 pour tout n > 0.

(b) La suite est croissante si u,41 = Uy, i.e. V2 +u, > u,. Comme u, > 0, cela équivaut a
2+ u, > u?, soit u2 —u, —2 <0, soit (u, — 2)(u, +1) < 0.
Puisque u,, > 0 > —1 et u,, < 2, onabien (u,—2) < 0et (u,+1) > 0, donc (u,—2)(up,+1) <
0. La suite est bien croissante.

(c) La suite (u,) est croissante et majorée par 2, donc elle converge par le théoréme des suites
monotones bornées. Soit ¢ = lim,, s | o Up,.-
En passant a la limite dans la relation u,+; = v/2 + u,, on obtient £ = /2 + £, soit /> = 2+,
soit 2 —¢—2=0,ie. ({—2)(+1)=0.

Les solutions sont ¢/ = 2 ou ¢ = —1. Comme u,, > 0 pour tout n, on a £ > 0, donc ¢ = 2.



3. Intégrales (15 pts)

1) Répondre par ou en justifiant
(1) Répondre par VRAI ou FAUX en justif
(a) (1pt)Si Vintégrale [*°° f(t)dt converge alors ["> f(t)dt et ffoo f(t)dt convergent

(b) (1pt)Si f est continue sur [0, +o0o[ et 'intégrale 0+°O f(t)dt converge alors la série > 5 f(k)
converge.

(2) Calculer les primitives suivantes

(a) (2pt) / o+ 1de

(b) (2pt)/ 2% In(z)dz sur |1, +o0]
2 1
T+ di
(x —1)(z+2)
(3) Etudier la convergence de chacune des intégrales impropres suivantes, en précisant ot se situe(nt)

le(s) point(s) a probléme. Méme en cas de convergence, on ne demande pas de calculer la valeur
de l'intégrale.

(¢) (3 pts)Décomposer en éléments simples et calculer une primitive : /

Y1 — cos(t)

(a) (th)/o t—2dt

+00 o
(b) (2pt) / 1 5 dt suivant la valeur de «
0 +1

“+o00 t2

(c) (2pt) 1 \/ﬁdt

Solution :

(1) (a) VRAI Par définition, l'intégrale fj;o f(t)dt au sens de Riemann généralisé requiert la
convergence séparée de fi)oo et f0+oo.

(b) FAUX.
1.2 %
(@)
1 + ® [ ]
0.8 1
0.6 |

0.4 |

0.2




Contre-exemple : pour la fonction ci-dessus on a vu en cours que l'intégrale converge, mais
f(n) =1donc ), f(k) diverge. Le théoréme du cours dit que c’est le cas si f est décrois-
sante.

(2) (a) Changement de variable v = 2> + 1, du = 2x dx :
d 1 2 1
/x\/$2+1d:v:/\/57u =3 §u3/2+C: 5(352—1—1)3/2—1—0.
(b) Intégration par parties avec u = Inx et v/ = 22 :
3 3

3 3 1 1 3
/x21nxdx:x—lnx—/i-—dx:m—lnx——/ﬁdx:x—lnx—x——l—a
3 3 3 3 3 9

(c) Décomposition en éléments simples. On cherche A, B tels que :
2 +1 A B
(z—1)(z+2) z—1 +x—|—2‘
On trouve A=1,B =1.
20 + 1 1 1

@-D)@+2) 7-1 z+42°

t .

Donc

20 +1
dr =1 —1|+1 2 .
/(x—l)(x+2) z=Inlz—1+nlz+2|+C

2
(3) (a) Point a probléme : ¢t = 0. Au voisinage de 0, 1 — cost ~ oL donc :
1 —cost 1
t2 t—0 2°
La fonction se prolonge par continuité en 0 (limite finie %), donc l'intégrale converge.
(b) Points a probléme : ¢t =0 et t = +00.

(67

Eno : ~ 1o L’intégrale [} t®dt converge si et seulement si o > —1.
1+ 12 ot & fo Verg
«
En 400 i —— ~ 172 L'intégrale [,">t*=2dt converge si et seulement si a —2 < —1,
1412 t—o+ 1
re. a < 1.

Conclusion : I'intégrale f0+oo dt converge si et seulement si —1 < a < 1.

1+t
(c) Point & probléme : t = +oc.
Au voisinage de 400 : t° + 12+ 1 ~ 5, donc V> + 2 + 1 ~ t/2 et :
t? G !

,/t5+t2+1t—>:oo t5/2_ \/g

Comme f1+°° t=1/2 dt diverge (exposant —1/2 > —1), I'intégrale diverge.

4. Séries numériques (10 pts)

(1) (1pt)Si u, est le terme général d’une série convergente est-ce que nécessairement lim,, u, = 07
(2) (2pts) Enoncer le théoréme de convergence des séries alternées (théoréme de Leibniz)



(3) (3 pts)Montrer que si lim, (|u,|)*/™ < 1 la série converge (on demande une démonstration com-

pléte, pas de se contenter de citer la Régle de Cauchy)

Les séries dont le terme général est u,, sont elles convergentes 7 absolument convergentes ? divergentes ?
(on ne demande pas de calculer leur somme).

(1) (2pts) uy = 1 — cos(%).

(2) (2pts) u, = /" — 1
Solution :

(1) Oui. C’est la condition nécessaire de convergence : si »  u, converge, alors u, — 0.
(2) Théoréme de Leibniz. Soit (a,),>o une suite réelle telle que :
— (ay) est & termes positifs (a, > 0),
— (ay) est décroissante (a,4+1 < ayp),
— a, — 0.
Alors la série alternée 372 (—1)"a,, est convergente.

(3) Démonstration. Posons ¢ = lim,, |u,|"/™ < 1. Choisissons r tel que ¢ < r < 1. Par définition
de la limite, il existe NV € N tel que pour tout n > N :

|un|1/n <,

soit |u,| < ™. Or la série géométrique Y r" converge (car 0 < r < 1). Par le théoréme de
comparaison (critére de domination) pour les séries a termes positifs, > |u,| converge, donc
> u, est absolument convergente, en particulier convergente.

Etude des séries :

1 2
(4) u, =1 — cos (—) Par développement limité, 1 — cos(x) ~ % quand x — 0, donc :

n
1 1 1

n=1—cos| — ~  —.

Y i n ) n—+oo 2n2

1
La série ) — converge (série de Riemann, exposant 2 > 1), donc par comparaison ) u,
n
converge. De plus u,, > 0, donc la série est absolument convergente.
(5) u, = €'/ — 1. Par développement limité, e* — 1 ~ x quand 2 — 0, donc :
1

u, =e’™ -1 ~ =
n—4+oco N,

. L. : : : .
La série > - diverge (série harmonique). Comme u,, > 0, la série > u,, diverge.

FIN



