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I. a) Calculer I’intégrale

/3
I= ‘/0 (cos(x) + sin(x))dx .

/3
= / (cosx + sinx) dx
0
On intégre terme par terme
V3 o1
I = [sinx — o2 -0-1
[sinx — cosx], ( > "3 ( )
Ainsi
- V3+1
2
b) Calculer I’intégrale
/ 7 arcsin(x)
J = —dx
0 VI-x2

On remarque que

d (arcsin x) 1
—(arcsinx) =
dx Viee
Posons |
u = arcsin(x), du = dx
V1 —x?
On calcule
in(0) = 0 ) ( 1 ) n
arcsin =0, arcsin| — | = =
\2 4
L’intégrale devient
T
J= / udu
%
Donc i
Lt2 1 1 T\ 2 7T2
=[5 -4]6r o] -5
2 x 2 (\4 32
Ainsi




c) Calculer I’intégrale
K = /Ol(x2 +3x+ 1)e'dx.
On pose
u(x) =x>+3x+1 v(x) =¢"
u'(x) = (2x +3) Vix) =e"
Par IPP, on a |
K = [(x2 + 3x + l)ex](l) - /0 (2x +3)e* dx

On refait une IPP sur la seconde intégrale
u(x) =2x+3 v(x) =¢e*
u'(x) =2 Vi(x) =e€*

Donc

1 1 1
/ (2x +3)e* dx = [(2x + 3)6’“] - / 2¢* dx
0 0

0
1 1
= [(2x+3)ex] —2[6’“]
0 0
On réinjecte et on obtient

1

K = [(x2 +3x + l)e"]1 [(2x + 3)ex](1) + 2[6"]

0 0

K=0Be-1)—(5¢-3)+2(e—-1)

d) En intégrant par parties, montrer qu’il existe deux entiers ns n, p € N* tels que

1
/ 2In(e+2) () - p In(3).
0

Ainsi

3(x +1)2
On pose 5
u(x) =In(x + 2) v(x) :_3(x+1)
’ _ 1 4 — 2
W= YT
Donc

1 1 1
/ de = [uv] —/ u'v dx
0o 3(x+1)2 o Jo



"2In(x+2) [ 2mIn(x+2))1 2 [! 1
/0 3(x+1)2dx_[_ 3(x+ 1) ]o+§/0 Grner P

Calcul du terme de bord

[ 21n(x+2)]1_ In3 2In2

3+ lo- 3 T3
Pour intégrale restante, on remarque
1 1 1
x+Dx+2) x+1 x+2
Ainsi
1 ! d 1 1) -1 2 1
——dx = +1) - +
/0 GrDeay @ [+ DI+ 2]
=(In2-In3) - (0-1In2) =2In2-1n3
Donc X
2In(x +2) In3 2In2 2
——dx = —+ +-(2In2-1n3
/0 TS i B T )
I=2In2—-1In3
Ainsi

"2In(x+2)
A mdx = 21n(2) - ln(3)

II. On considere I’intégrale suivante

3
L:/ \/)_Cdx
0 1+x

a) Enle justifiant convenablement, effectuer le changement de variable r = \/x. On effectue

le changement de variable
t=vVx x=t> dx=2dt

On calcule les bornes
x=0=1t=0

x:3:>t=\/§

Ainsi l'intégrale devient

V3 V3 2

t 2t
L= 2tdt) = dt
‘/0 1+t2( ) /0 1+1¢2




b) En déduire la valeur de L. On pourra utiliser ’observation suivante:

?+at+b Bt +y
V(a,b) €R* 3I(a.B.y) €R} VieR ——— =
(a.6) (.5.7) 2+ 1 T
On remarque
212 2
1+22 7 1472
Donc
& 2
L= / 2 - dt
0 1+
V3 Vi
L= 2/ dt — 2/ dt
0 0 1+
= 2[1]” - 2[arctan(1)]
L=2V3-2 (arctan(\/g) - arctan(O))
Ainsi
2
L=23-=
3
¢) Calculer la limite
li
n—oteo \[ Z -~ 3k
On remarque
Vi Vi

Donc

n— k
\/72 \/7 —l 11/3,1
n+ 3k 3k T n 14 3%

k= Ol’l k=0

Onposea=0,b=1et f(x) = 1@. Ainsi,

\[ b-a' b
Zn+3k n kzz(:)f(k-'-

On reconnait une somme de Riemann sur [0, 1]

3 el V X
lim /2 dx =
nL“Qo\/;k n+ 3k / fode= | e




On pose

12 2t
= @, X =—, dx = —dt
3 3
Ainsi
/ i "
1+ 3x o 1+ 3
2 2 2 V3 1
22 / dt =2 / - dt
3 1412 3Jo 1+12
2 V32 n
=3 [t - arctan(t)]0 =3 (\/_ — 5)
Finalement

2 T
I —( 3——)
nl—>nolo\/72n+3k 3 3

ITII. On considere la fonction g définie par

s cos(x)
21>

2
a) Montrer que g définit une bijection de ]0, 5] sur un intervalle J a préciser. La fonction

g est dérivable sur 10, 7] comme somme de fonctions dérivables. Pour tout x €]0, 7]

: 0, -
g:xel sin(x)

. . . 2
cosx\’ —sinx - Sinx — COSX - COS X —(sin®x + cos? x
g’(x):(. )+1: — +1= ( — )+1
Sim.x sin” x sin” x
Ainsi,
-1
g'x)=—7-+1
sin“ x
Or pour tout x €10, 7], ona 0 < sinx < 1, donc sinx < 1, ce qui donne — s— 2L
sin“ x
donc :
gx)=1-— <O0.
sin“ x
g est strictement décroissante sur |0, %] En 0t : cosx — 1 et sinx — 0%, donc
CoS X .
- — +o0, etx — 0, d'ou
sinx )
lim g(x) = +oo,
x—0*
et m T
—)=0+—-=—=.
8(3) 272

g est continue sur |0, %] (comme somme de fonctions continues) et strictement monotone.
Par le théoréme de la bijection, g réalise une bijection de 10, 3] sur son image, qui est

Uintervalle :
J [ﬂ + [
= | = ool |.
27




b)

d)

Calculer g(%). En déduire la valeur de g™ (1 + £). Ona

N

g(z) _ cos(%) .\

4 sin(%)

Par définition de la bijection réciproque

T
=1+ -.
4

INEN

T
4

BN
SRS
+

gx)=y = x=g"'(y.

Or on vient de montrer que

(3)=1+3
\g) = Ty
donc
1 7r) s
I+—)=-.
5 ( 4) "4
Montrer que g~! est dérivable sur J/ {%} et calculer (g71)"(1 + 7). D’aprés la question

a), g est une bijection strictement décroissante et continue de 10, 5] sur J = [5, +oo[. De
plus, g est dérivable sur 10, 5]. Le théoréme de dérivabilité de la bijection réciproque
s’applique : g~' est dérivable en tout point y € J tel que g'(g"'(y)) # 0. On a
g(x) =0 & sinx=1 & x = 5, qui est le domaine J | {%} Cependant, on
vérifie que g’ (x) — 0~ lorsque x — £, ce qui correspond @ y — %%, i.e. au point T
dans J. En ce point, le théoréme ne s’applique pas (la dérivée serait infinie). Ainsi, g_21

est dérivable sur J \ {%}, et pour tout y dans cet ensemble

_1 ’ _ 1
e o= g'(g7' ()

On a montré en b) que g~ (1 + %) = %, donc

g (%)

or 1 1 1

V4

g’(—)_l— —1- —lo—=1-2=-1

S

D’ou
—1\/ 7
1+ —) - =1
(e7) ( 1) =

Etudier le comportement, lorsque & — 07, de

g'E+h-g'(%)

A(h) = ;



Que peut-on déduire concernant g~' ? On cherche xq € ]O, 3 [ tel que g(xo) = 7. Ona

COS X by cosxg T
- +Xpg= - & — = — — Xp.
sin xq 2 sinxg 2

b1
g(xo) = 5 —

Or 3 est la borne inférieure de J = ] o +00[ . Elle n’est pas atteinte par g sur ]0, 3 [ (on
a limy,_,z- g(x) = 7 sans que la limite soit atteinte). Ainsi 5 ¢ J, et g ! (%) n’est pas
défini. On étudie donc

g'(G+h) -3
; .
Posons x = g_l(% + h), soit g(x) = 5+h ie h=g(x) -7 Alors

A(h) =

x—-3 1
g) -2 gl)-%

T
X=3

A(h) =

Posonst = 5 — x — 0%. On développe

T COS X T COS X

- == +x-—== —t.
g(x) 2 sin x o 2 sin x

Orcosx = COS(% —1) =sint et sinx = sin(% — 1) = cost, donc on écrit

cosx  sint 3 3
—— = —— =tant =t+ — + o(r),
sinx  cost 3

Ainsi
3 3

n t s 1
-~ =tant—t=—=+o0() ~ =.
g(x) - 5 =tan 3 o(t”) 3

—t 3 —t B -3
Ero(®) Z(1+o(1) £2(1+o(1) o

lim A(h) = —oco.
i A = o

A(h) =

L1 1 > L. T . . . _
On en déduit que g~ n’est pas dérivable en 5 mais que la courbe représentative de g~

. . \ . T . .
admet une demi-tangente verticale a droite de y = > avec une direction descendante

(pente —).



