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Tout document, téléphone ou calculatrice est rigoureusement interdit.

La qualité de rédaction est un facteur important d’appréciation des
copies. Vous êtes donc invités à produire des raisonnements clairs,

complets et concis.

Le barême est donné à titre d’information, et pourra être modifié durant la correction.

1. Partie 1

On considère la série

+∞∑
n=1

e−nx

n2
sur [0,+∞[

1. (2pts) Montrer que la série converge normalement sur [0,+∞[. Pour tout x ≥ 0, on a

0 ≤ e−nx

n2
≤ 1

n2
.

Or la série numérique

+∞∑
n=1

1

n2
converge (série de Riemann de paramètre 2 > 1). Par le critère de

comparaison uniforme (critère de Weierstrass), la série

+∞∑
n=1

e−nx

n2

converge normalement sur [0,+∞[.

2. (2pts) En déduire que la somme

+∞∑
n=1

e−nx

n2
est continue sur [0,+∞[. Chaque fonction x 7→ e−nx

n2 est

continue sur [0,+∞[. Comme la série converge normalement, elle converge uniformément. La limite
uniforme d’une suite de fonctions continues étant continue, la somme

x 7→
+∞∑
n=1

e−nx

n2

est continue sur [0,+∞[.

3. (3pts) Peut-on dériver la série terme à terme ? Justifier en faisant attention au point x = 0. On dérive
terme à terme : (

e−nx

n2

)′

= −ne−nx

n2
= −e−nx

n
.



On considère donc la série dérivée :
+∞∑
n=1

−e−nx

n
.

Sur [a,+∞[ avec a > 0 : Pour x ≥ a > 0, on a

0 ≤ e−nx

n
≤ e−na

n
.

Or la série
∑ e−na

n
converge (comparaison avec une série géométrique). Donc la série dérivée converge

normalement sur tout intervalle [a,+∞[. Ainsi, la série initiale est dérivable terme à terme sur ]0,+∞[,
et

d

dx

(
+∞∑
n=1

e−nx

n2

)
= −

+∞∑
n=1

e−nx

n
.

Au point x = 0 : La série dérivée devient
+∞∑
n=1

1

n
,

qui diverge. Donc la série dérivée ne converge pas en x = 0, et on ne peut pas dériver terme à terme
en ce point. Conclusion : la série est dérivable terme à terme sur ]0,+∞[, mais pas en x = 0.

2. Partie 2
On considère la fonction 2π-périodique qui vaut 1 si x ∈ [−π/2, π/2] et 0 si x ∈ [−π,−π/2[∪]π/2, π].

1. (2 point) Tracer la fonction sur les 3 périodes [−3π, 3π],

2. (a0: 2 point, bn: 2 points). Trouver les coefficients de Fourier réels a0 et bn de f(x). La fonction est
paire, donc bn = 0 pour tout n ≥ 1.

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x) dx =
1

π

∫ π/2

−π/2

1 dx =
1

π
· π = 1.

3. (4 points). Montrer que si n pair, an est 0, et si n = 2p+ 1 est impair, on a

a2p+1 =
2

π

(−1)p

2p+ 1
.

Pour n ≥ 1,

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos(nx) dx =
1

π

∫ π/2

−π/2

cos(nx) dx.

Donc

an =
1

π

[
sin(nx)

n

]π/2
−π/2

=
1

π
· 2 sin(nπ/2)

n
.

Ainsi

an =
2

π

sin(nπ/2)

n
.

Si n = 2p, alors sin(nπ/2) = sin(pπ) = 0, donc

a2p = 0.
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Si n = 2p+ 1, alors

sin

(
(2p+ 1)π

2

)
= (−1)p,

d’où

a2p+1 =
2

π

(−1)p

2p+ 1
.

4. (3pts) Justifier proprement pourquoi S(0) =

∞∑
p=0

(−1)p

2p+ 1
converge. C’est une série alternée dont les

termes up = 1
2p+1 sont positifs, décroissants, tendent vers 0. Par le critère des séries alternées (critère

de Leibniz), la série converge.

5. (Bonus) (3pts) En déduire que

∞∑
p=0

(−1)p

2p+ 1
=

π

4
. D’après le théorème de Dirichlet, la série de Fourier

converge en x = 0 vers
1

2
(f(0+) + f(0−)) = 1.

Or la série de Fourier s’écrit :

1

2
+

∞∑
p=0

2

π

(−1)p

2p+ 1
cos((2p+ 1)x).

En x = 0 :

1 =
1

2
+

2

π

∞∑
p=0

(−1)p

2p+ 1
.

Donc
∞∑
p=0

(−1)p

2p+ 1
=

π

4
.
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