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1. a) Résoudre l’équation différentielle 𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0 sur R. L’équation caractéristique est:

𝑟2 − 2𝑟 + 1 = 0 ⇒ (𝑟 − 1)2 = 0

Donc la solution homogène est:

𝑦ℎ (𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2 𝑥)𝑒𝑥 , 𝐶1, 𝐶2 ∈ R

b) Déterminer une solution particulière pour les seconds membres 𝑓1 : 𝑥 ↦−→ 𝑥2 − 3𝑥 et
𝑓2 : 𝑥 ↦−→ 2𝑒𝑥 . Pour 𝑓1, on cherche une solution particulière 𝑦

(1)
𝑝 sous forme:

𝑦
(1)
𝑝 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, (𝑦 (1)𝑝 )′ = 2𝑎𝑥 + 𝑏, (𝑦 (1)𝑝 )′′ = 2𝑎

En réinjectant dans l’équation différentielle avec terme source 𝑓1:

2𝑎 − 2(2𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥2 − 3𝑥

Donc 
𝑎 = 1
−4𝑎 + 𝑏 = −3
2𝑎 − 2𝑏 + 𝑐 = 0

⇒

𝑎 = 1
𝑏 = 1
𝑐 = 0

Ainsi
𝑦
(1)
𝑝 = 𝑥2 + 𝑥

Pour 𝑓2, comme 1 est une racine double de l’équation caractéristique donc 𝑚 = 2, on
cherche 𝑦

(2)
𝑝 sous forme:

𝑦
(2)
𝑝 = 𝐴 𝑥2𝑒𝑥 , (𝑦 (2)𝑝 )′ = 𝐴 (𝑥2 + 2𝑥)𝑒𝑥 , (𝑦 (2)𝑝 )′ = 𝐴 (𝑥2 + 4𝑥 + 2)𝑒𝑥

En réinjectant dans l’équation différentielle avec terme source 𝑓1:

𝐴 (𝑥2 + 4𝑥 + 2)𝑒𝑥 − 2𝐴 (𝑥2 + 2𝑥)𝑒𝑥 + 𝐴 𝑥2𝑒𝑥 = 2𝑒𝑥

⇒ 𝐴 (𝑥2 + 4𝑥 + 2 − 2𝑥2 − 4𝑥 + 𝑥2) = 2

⇒ 𝐴 = 1

Ainsi
𝑦
(2)
𝑝 = 𝑥2𝑒𝑥

c) En déduire les solutions de l’équation différentielle 𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 + 2𝑒𝑥 sur R.
Solution générale:

𝑦(𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2 𝑥)𝑒𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 + 𝑥2𝑒𝑥 , 𝐶1, 𝐶2 ∈ R



d) Déterminer la solution du problème de Cauchy 𝑦(0) = 𝑦′(0) = −1. On a:

−1 = 𝑦(0) = 𝐶1

et
𝑦′(𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2 𝑥 + 𝐶2)𝑒𝑥 + 2𝑥 + 1 + (𝑥2 + 2𝑥)𝑒𝑥

−1 = 𝑦′(0) = 𝐶1 + 𝐶2 + 1

Donc
𝐶1 = −1, 𝐶2 = −1

Ainsi
𝑦(𝑥) = (𝑥2 − 𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 𝑥2 + 𝑥

2. a) Résoudre l’équation différentielle 𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 = 0 sur R. L’équation caractéristique est:

𝑟2 + 2𝑟 + 1 = 0 ⇒ (𝑟 + 1)2 = 0

Donc la solution homogène est:

𝑦ℎ (𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2 𝑥)𝑒−𝑥 , 𝐶1, 𝐶2 ∈ R

b) Déterminer une solution particulière pour les seconds membres 𝑓1 : 𝑥 ↦−→ 𝑥2 + 4𝑥 + 2 et
𝑓2 : 𝑥 ↦−→ 4(1 + 𝑥)𝑒𝑥 . Pour 𝑓1, on cherche une solution particulière 𝑦

(1)
𝑝 sous forme:

𝑦
(1)
𝑝 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, (𝑦 (1)𝑝 )′ = 2𝑎𝑥 + 𝑏, (𝑦 (1)𝑝 )′′ = 2𝑎

En réinjectant dans l’équation différentielle avec terme source 𝑓1:

2𝑎 + 2(2𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 𝑥2 + 4𝑥 + 2

Donc 
𝑎 = 1
4𝑎 + 𝑏 = 4
2𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 2

⇒

𝑎 = 1
𝑏 = 0
𝑐 = 0

Ainsi
𝑦
(1)
𝑝 = 𝑥2

Pour 𝑓2, comme 1 n’est pas une racine de l’équation caractéristique donc 𝑚 = 0, on
cherche 𝑦

(2)
𝑝 sous forme:

𝑦
(2)
𝑝 = (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒𝑥 , (𝑦 (2)𝑝 )′ = (𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝐴)𝑒𝑥 , (𝑦 (2)𝑝 )′ = (𝐴𝑥 + 𝐵 + 2𝐴)𝑒𝑥

En réinjectant dans l’équation différentielle avec terme source 𝑓1:

(𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒𝑥 + 2(𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝐴)𝑒𝑥 + (𝐴𝑥 + 𝐵 + 2𝐴)𝑒𝑥 = 4(1 + 𝑥)𝑒𝑥



⇒ (𝐴𝑥 + 𝐵) + 2 (𝐴𝑥 + 𝐵 + 𝐴) + (𝐴𝑥 + 𝐵 + 2𝐴) = 4(1 + 𝑥)
Donc {

𝐴 + 2𝐴 + 𝐴 = 4
𝐵 + 2𝐵 + 2𝐴 + 𝐵 + 2𝐴 = 4

⇒
{
𝐴 = 1
𝐵 = 0

Ainsi
𝑦
(2)
𝑝 = 𝑥𝑒𝑥

c) En déduire les solutions de l’équation 𝑦′′+2𝑦′+ 𝑦 = 𝑥2+4𝑥+2+4(1+𝑥)𝑒𝑥 sur R. Solution
générale:

𝑦(𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2 𝑥)𝑒−𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑒𝑥 , 𝐶1, 𝐶2 ∈ R

d) Déterminer la solution du problème de Cauchy 𝑦(0) = 𝑦′(0) = 2. On a:

2 = 𝑦(0) = 𝐶1

Et
𝑦′(𝑥) = (𝐶2 − 𝐶1 − 𝐶2 𝑥)𝑒−𝑥 + 2𝑥 + (𝑥 + 1)𝑒𝑥

2 = 𝑦′(0) = 𝐶2 − 2 + 1

Donc
𝐶1 = 2, 𝐶2 = 3

Ainsi
𝑦(𝑥) = (3𝑥 + 2)𝑒−𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑒𝑥


