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I. Le but de 'exercice est d’étudier I’équation différentielle

2)

E "2y = .
(B) 2y +2y = —
Etude de l’équation homogene. Comme 'on se place sur R” , I'ensemble Sy est aussi
I’ensemble des fonctions y € Dl(Ri) telles que 3 + ay = 0 avec a : RY — R définie
par a(z) = % D’apres le cours, si 'on note A : R — R la primitive définie par
A(z) = 2In(z), alors

Sy={x— Ce @ CeRY={z— Cz2, C eR}.

Recherche d’une solution particuliére. Une fonction y, : R% — R définie par y,(x) =
AMz)z™2, avec A € C'(R%) une fonction & déterminer, est solution de (E) si et

seulement si N (z)z 2 = ﬁ pour tout z > 0, ou encore
2
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)\/(x) = r = r = r + = 1 — .
x(14+2z) 1+x 14z 1+

On en déduit que 'on peut choisir A(z) = z — In(1 + z), et donc pour tout = > 0

_z—In(1+x)

yp(x) 2 .

X

Ensemble des solutions. Ce sont toutes les y : R — R définies par

r—In(l+z)+C

= , CeR.
y(z) =
D’apres le DL9(0) usuel, on voit que pour tout = > 0
2
t—In(l+z)+C L +z(x)+C 1
Lenve FerneC 1L 0
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La seule valeur de C permettant d’avoir une limite finie est C = 0, car sinon
limg+ |yp| = +oc. La limite recherchée est £ = 3.

Soit u € D(] — 1,400[) une solution de (E). L’analyse faite ci-dessus sur R* reste
valable sur | — 1,0[. On en déduit qu'il existe des constantes Cy et C_ telles que

r—In(l+z)+C_

3 , —l<ax<0,
u(w) = 1(191 )+ C
z —In T L

= , x>0.

Puisque u doit étre continue en 0 (et donc y posséder une limite finie), il vient comme
ci-dessus C_ = C; = 0 et la valeur u(0) = % On en déduit que la seule fonction u



susceptible d’étre solution de (E) sur tout l'intervalle | — 1, 4o00] est définie par

z—In(l+z)+C_

3 , —l<ax<0,
x
1
u(z) = 3 x=0,
r—In(l+z)+Ct 250

2

x

Réciproquement, cette fonction est bien solution sur | — 1,0[ et |0, 4o0o[. Il reste &

vérifier qu’elle est dérivable en 0 et y vérifie '’équation (E). Or, d’apres le DL3(0)
usuel, pour tout x # 0 proche de 0,

$—<$—%2+%3—|—$36($)) 1

1
u(z) = p =53¢+ xe(x).
Cette égalité est encore valable en z = 0, ce qui donne un DL;(0) de u. On en déduit
que u est dérivable en 0, avec u/(0) = —%. Pour finir, on voit que u vérifie bien

I’équation (E) en x = 0.
II. On considere le probléeme de Cauchy suivant :
y" + 4y = sin(z),
(%) y(m) =1,
y (m)=1.
a) L’équation caractéristique est X2 4+ 4 = 0 de racines +2i. D’apres le cours,
Sy = {z — Acos(2x) + psin(2z), (A, p) € R?}.
b) Le second membre est de la forme e** sin(Sz) avec a = 0 et § = 1. Or, a + i n’est

pas racine de ’équation caractéristique. On cherche donc une solution de la forme
Yp : « +— acos(x) + bsin(x). Il vient

Yy, (x) = —acos(z) — bsin(z),
Y, () + 4yp(x) = 3acos(z) + 3bsin(z).
On choisit b = 1/3 et a = 0 : une solution particuliere est donnée par

() = 3 sin(a)

c) Ce sont toutes les fonctions y : R — R définies par
y(x) = ésin(m) + Acos(2z) 4+ psin(2z), (A p) € RZ.
d) 11 s’agit de trouver le couple (), 1) € R? tel que
l=y(m) =0+A4+0=2A,
1=y (n) = —1—|-0+2,u.

3
On trouve A = 1 et p = 2/3, donc la solution du probléeme de Cauchy est

y(x) = %sin(m) + cos(2z) + gsin@x) .



On rappelle que cos(x) =1 — % + g—i + ze(2).
On rappelle que ch(z) =1+ %2 + % + ze(z).
On rappelle que vV1+2 =1+ 5 — %2 + x2%¢(x).

On trouve successivement

2 4 2 4
cos(x) ch(z) = <1 - % + :26—4 + x4e(az)> (1 + % + ;—4 + ﬂ:4s(:n)>
B 11 1\, .
= +<24+24 4>x +2%e(x)
4
:1—%+x4e(az),
z? 2t
Vida2=14+" - 43¢
+x —1—2 8+x€(x),
2 2t
f($)——7—ﬁ+$5($)-

D’apres le DL4(0) trouvé ci-dessus, f possede un maximum local en 0, car on a un
coefficient de degré un nul et un coefficient de degré deux < 0.

Puisque sin est deux fois dérivable sur [a, b], on sait qu’il existe 6 €]a, b[ tel que

sin(6)

sin(b) = sin(a) + cos(a)(b — a) — (b—a)’.

La valeur remarquable usuelle la plus proche de £ est ¢. On choisit donc a = et
b= %. Il existe alors un réel 6 strictement compris entre ¢ et ¢ tel que

in () = 5) = (5) (- 5) - (537

1 7wv3 2
— o+ TV Gin(g) L
280 @15
En particulier,
Lo/m 1 73 ) 2
sin (—) ——— ——| = |sin(f)|— .
) 2 60 1800
Comme 6 €]0, 5[, on sait que 0 < sin(f) < 1 et donc
7’ LS 16 18 1

in(6 < -
[sn(®)l 7500 < T800 = 800 < 1800 — 100

ce qui donne le résultat voulu.



