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Exercice 1. Soit ), -, apz™ une série entiere de rayon de convergence R = 1.

1. Son domaine de convergence E est donc inclus dans [—1,1]. Or z = —2 n’est pas
dans [—1, 1] donc pas dans E. La série numérique », -, (—2)" a,, diverge donc.

2. La série entiere ) -, anz™ ol a, = n a pour rayon de convergence R = 1 (en

effet, on a lim, a’;“ = limy, 100 22 = 1), et pourtant la série numérique
n

n
1 _ 1 1
En21 S5 ap = an1 - diverge.

Exercice 2.

1. On pose a, = Ei?)); On a

2n+2)(2n+1
an+1:(n+ )2n + )—>4:€quandn%—|—oo.
an (n+1)2

On en déduit R=1/¢=1/4.

. . 2 2
2. Pour x # 0, on veut savoir si ), [n!2™ | converge 7 On pose u, = |n!z™" | et on
utilise le critere de d’Alembert :

Upgr (4 1) [a| D

Un, n!|z|??

=(n+1) |gv|2"+1

Donc
Unt1 0 s% lz| < 1,
Up notoo | 400 sifz| > 1
Si |z] < 1, on a lim,_ e “2 = 0 < 1 et donc ) u, converge mais si |z| > 1, on
a limy, s o0 2 = +00 > 1 et donc Y u, diverge. On en déduit que le rayon de

Un
convergence vaut R =1

Exercice 3. On considere la série entiere g

o
vn'
n>1
n
s o z , . Ap+1 n
1. a) La série entiere E — s’écrit g a, x" avec a, = --. On a —1L = vn =
Vn vn an vVn+1

n>1 n>1

1
1+1/n
la série entiere vaut R =1/¢=1..

— 1 =/ quand n — +o00. On en déduit que le rayon de convergence de
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1
b) Pour z = 1, on considére la série numérique E \F qui est une série de Riemann
n>1

: - - - = .
divergente. Pour x = —1, on considere la série numérique E qui est une

n>1 \/ﬁ

. . 1 . . .
série alternée. Comme la suite <—> est une suite décroissante qui converge
n>1

NG
—1)"

vers 0, le critere des séries alternées dit que E

n>1 \/ﬁ

¢) Comme on a R = 1, on sait que le domaine de convergence E de cette série entiere
vérifie | — 1,1[C E C [-1,1]. Le b) nous apprend que 1 ¢ E et —1 € E. On en
déduit que E = [-1,1].

converge.

_1
n—1

2. On pose b, — ﬁ pour tout n > 2.

a) Pour tout z € [—1,1], on a

n n+1

+oo

(1-2)S(x) = Z””T
= Z
=1

-
- f( ﬁ)xnz“"‘fb"”””

>
S

b) Si on pose ¢p(z) = by, 2", on a

Onlloo,— = Ssup bpax"| = [by| = by, = - .
H H ,[—1,1] oo,[fl,l}‘ ’ ’ ‘ \/m \/ﬁ

Or la série télecopique ), <o ( ol ﬁ) converge car la suite (%) converge. On

en déduit que la série de fonctions ), -, ¢, converge normalement sur [—1,1].

c) Les ¢, étant de plus continues sur [—1,1], la fonction g : = — 1% ¢, est

continue sur [—1,1] grace a b), donc continue sur [—1,1[. On en déduit que la
fonction S qui vérifie
z — g(z)

Ve e [-1,1], S(z)= .

est continue sur [—1,1[ comme quotient de fonctions continues sur [—1, 1], dont le
dénominateur ne s’annule pas sur [—1, 1].

Exercice 4.

1. La fonction y définie sur I'intervalle ouvert de convergence | — R, R[ par y(z) =
S0 anx™ est de classe O sur | — R, R[ et on a, pour tout = €] — R, R, v/ (z) =



—+00
g na,z™ . On a donc :

n=1
+o0o +oo “+o0o
(22 =20/ +zy = Z napx™tt — Z 2nanz" !+ Z anz™
n=0 n=0 n=0
+o00 +oo +o0
= Z (m—1)am—12™ — Z 2(m + Dapr2™ + Z 12"
m=1 m=0 m=1
+o0
= —2a;+ Z ((m —Dapm—1—2(m~+ )ams+1 + am,l)xm
m=1
“+o00
= —2a1 + Z (mam_l —2(m+ 1)am+1>wm
m=1

Si la fonction y est solution de (F) sur | — R, B[ alors —2a; + > %, (mam_l -

2(m + 1)am+1)xm = —2 pour tout x €] — R, R[, autrement dit, par unicité du

développement en série entiere, on a
a; =1 et, pour tout n > 1, 2(n+ 1)ap+1 —nay—1 =0.
Par ailleurs, on a 0 = y(0) = ao.

. On appelle (H)) la propriété ag, = 0 et 2 (ph)?

. On va démontrer par récurrence sur

(2p+1)!
p que (H)p) est vraie pour tout p entier naturel.
0 2
Initialisation : il est clair que (Hy) est vrai car ag = 0 et 2 (10!!) =1=a.

Hérédité : on suppose (H,) vrai. On a : 2.2(n + 1)agpq1) = (4n + 4)agni2 =
. 2n + 2)aoy,
(2n+1)ag, = 0 donc ay(,11) = 0. On a aussi: ay(,41)41 = A2n+3 = M =
2+ Dlaseys 20+ 122 @) 20D (n 1))
22n+3)(2n+2) (2n+3)2n+2)2n+1)! (2m+1)+1)!

On en déduit que (H,+1) est vrai, et on conclut par récurrence.

+o00 +o0 op (p')2
. On a donc y(z) = Z agpr1 P = Z mePH. Pour déterminer son rayon
p=0 p=0 :

de convergence, on peut utiliser le critere de d’Alembert :

agpisle|? o 2p+2 ?
dayer [2[PTT |z —

v d p—+
——— —_ uan 0.
2(2p + 3) g b

agpy1|T

On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere vaut R = /2.

Commizntaire. Réciproquement, si y est la fonction définie sur | — v/2,v/2[ par
o0
2P (p!)?
y(z) = ————"PT" on peut remonter les calculs et on voit qu’elle est 'unique
G (i)l)' 21 t ter les caleuls et on voit qu'elle est I'uni
D !
p=0

solution DSE en 0 de ’équation différentielle qui vérifie y(0) = 0.
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Exercice 5. Soit F : [0, 4+00[— R la fonction définie par

¢
Fla) = 200 G0 e F(0) = 1.
A
1 1 1
1. Pourx:O,ona/ 2dt:/ 1dt =1=F(0).
0 1+x t2 0

Pour z # 0, on fait le changement de variable u = xt (on a donc dt = %du) et on a

1 T

1 1 1 1 t

/ 2dt:/ 7—du:—[arctan(u)}x:M:F(m).
o 1+ 222 0 1+u?x x 0 x

1

1
On a montré que, pour tout x € R, on a F(z) = / —55 dt.
o 1+x4t

1
2. a) On introduit la fonction f : (x,t) — ————— définie et continue sur R x [0, 1]. Ce

1+ 2zt
qui implique déja que F' est définie et continue sur R. On remarque que 9, f(z,t)
existe pour tout (z,t) € Rx |0, 1] (car la fonction x +— m%tg est clairement dérivable

—2rt?
Ouf : (x,t) = Opf(x,t) = % est continue sur R x [0,1]. On en déduit que F
est de classe C! sur R et (formule de Leibniz)

sur R pour tout ¢ fixé dans [0,1]) et vaut 0, f(x,t) = L’application

1 L _ont?
VeeR, F(x)= [ 0 Hdt= | ————==dt.
T e ’ (.’E) /0 a?f(xﬂ ) /0 (1 +$2t2)2

3. a) On rappelle

1 =
vuel =11 = u".
n=0

On déduit que pour tout = €] — 1,1[ et tout t € [0, 1], on a —2%t% €] — 1,0] et

ey >
2,2\n n,.2n42n
= S (=222 = $ (1),
1+ z% n=0 n=0
Pour tout z fixé dans | — 1,1[, on a

vte0,1], |(—1)"a?en| < ()"

2 < 1. Donc la série de

et la série des majorants >, -,(z%)" converge car 0 < x
fonctions (en t) converge normalement sur [0, 1] et on peut intervertir :er(’] et fol

pour écrire

1 +oo +oo 1
vrel-1,1[ F(z) :/ Z(—n%%t?ndt:Z(—n%?"/ £2n gy,
0 n=0 n=0 0

b) Comme F est la somme d’une série entiere (en z) sur | —1, 1], elle est de classe C*°
sur | — 1, 1[. Mais elle est aussi de classe C* sur R* comme quotient de 2 fonctions



C* sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas sur R*. Elle est donc de classe C'*°
sur R.

D’apres son développement en série entiere, on a

1 !
F®(0) = 8l ag — 8! (_1)4/ £ dt — %
0
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