MATH 256 Mathématiques S4
Université Paris - Saclay 2025-2026

EXAMEN DU 4 MAI 2026
DUREE 2 HEURES

LES DOCUMENTS, NOTES DE COURS, CALCULATRICES SONT INTERDITS
LES PORTABLES ET AUTRES APPAREILS ELECTRONIQUES DOIVENT ETRE ETEINTS PENDANT TOUTE LA
DUREE DE L'EPREUVE. L’UTILISATION DE STYLOS TYPE "FRIXION" EST FORTEMENT DECONSEILLEE.

LA NOTE TIENDRA COMPTE DU SOIN APPORTE A LA REDACTION, A LA JUSTIFICATION DES CALCULS ET
LA A RIGUEUR DES RAISONNEMENTS.

1. Intégrales généralisées, séries numériques (7 pts)

(1) Reépondre par VRAT ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un contre-exemple).
(a) (1pt) Si f est une fonction continue sur [0, +oo| et t2f(t)dt a une limite (finie) lorsque ¢ tend
vers +oo alors [ f(t)dt converge.
(b) (1pt) Si (ag)r>1 est une suite décroissante alors 35 (—1)*ay, converge.
(¢) (1pt) Si 1+°° f(t)dt converge alors Zﬁ;’j f(k) converge.
(2) (2 pts) Justifier la convergence de l'intégrale fol 2™ In(t)dt et la calculer.

1 In(t)

(3) (2 pts) Montrer que I'intégrale [, 71—

dt est convergente (on ne demande pas de la calculer).

Solution :

(1) (a) VRAIcar alors |f(t)| < tMQ pour une certaine constante M > 0 et le théoréme de comparaison
et le fait que j;f * % converge permet de conclure que I'intégrale est absolument convergente,
donc convergente.

(b) FAUX il faut supposer que limy ax = 0, sinon la série ne peut pas étre convergente.

(c) FAUX. Il faut supposer que f est décroissante. Par exemple si sur la figure f est nulle hors
de [k — 75,k + 75| Uintégrale [;* f(t)dt est majorée par I'aire des n premiers triangles qui est
> r_1 7 qui converge. Mais f(k) = 1 donc la série 3, f(k) diverge.
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(2) La convergence de l'intégrale ne pose pas de difficulté : pour n = 0 la primitive de In(¢) est ¢ In(¢)—¢
qui a bien une limite en 0 et pour n > 1 on a 0 > t*"In(t) > In(¢) sur [0,1] (In(t) < 0 sur cet
intervalle!).



Pour le calcul on fait une intégration par parties

a ) a $2n+1 !
t*" In(t)dt = In(t)dt =
[ e = [ () mo
t2n+1 a a t2n+1 dt
In(t) _/ dt _
2n+1 0 o 2n+1t

a2n+1 a t2n a2n+1 a2n+1
In(a) — dt = In(a) — —o—
o1 @ /0 o 1= a1 M G

(3) Il y a a priori un probléme en 0 et en 1. Or en 0 in(g o~ ln( ) qui est de signe constant (négatif) et

comme la primitive de In(¢) est ¢1n(t) — ¢, on a f In(t)dt =x — 1 —zln(x) et limy_,oxIn(z) =0
on conclut que I'intégrale converge en x = 0. En x = 1 on poset = 1—u, alors ln(t) In(1—u)
1;’((21_5)) qui a une limite finie en u (car lim,_,o M

en t = 1 et 'intégrale est convergente.

2 T I-(1—w)?
—1. I n’y a donc en falt pas de probléme

2. Suites et séries de fonctions (12 pts)

(1) (2pt) Soit ug(z) le terme général d’'une série de fonctions sur R. Rappeler les définitions de la
convergence normale et de la converence uniforme de la série de fonctions. .
(2) Répondre par VRATI ou FAUX en justifiant (citer un théoréme ou donner un contre-exemple)
(a) (1pt) Si une série de fonctions continues converge normalement alors sa somme est continue

(b) (1pt) Siune suite de fonctions T-périodiques converge simplement, sa limite est T-périodique
(3) On pose pour n > 0 u,(x) = 22" In(x) pour z €0, 1] et u, (0) = 0.

(a) (2 pts) Calculer 2% u,, (2)
(b) (2 pts) Montrer que pour 0 < a < 1, la série %% u
(¢) (2pts) Montrer que lim,_,q Zk ° (2:1::11
(d) (2 pts) Montrer en justifiant que

( ) converge uniformément sur [0, a.

Zk =0 (2k+1)2

U In(t) X-1
=y —
[ i=m =L my

Indication: On pourra utiliser les réponses des exercices 1-(2) et 1-(3) et admettre que

. 2k41
limg 1 In(a) Z:O?J %k+1 =0.

Solution :

(1) Convergence normale:

SUP,c; |un(x)| < an et Y, ay est convergente.
Convergence uniforme:

Ve>0,3N ,Vn> N

<Le€

(2) (a) VRAL Car la convergence normale entraine la convergence uniforme, et pour la convergence
uniforme c’est un théoréme du cours.
(b) VRAL C’est un théoréme du cours.
(3) (a) Comme ,_,z?* =1 1“12” et que lim,, #2"*! = 0 pour 2 dans [0, 1], on en déduit 337> o Un(x) =
In(z)
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(b) Oui, car S,(z) — S(x) = =z In(x) = % - xIn(z). Or sur [0,a] |{%=| < 7%,z qui tend
vers 0 et xIn(x) est une fonction bornée sur [0,1]. La série converge donc normalement sur
[0, a] et par conséquent uniformément sur ce méme intervalle.
Note: La convergence n’est pas uniforme sur [0, 1] car si z,, = 1 — inﬁ, Sn(rn) — S(zn) =

1 n In(z,,)
1—-(1- 2n+1)2 i T—zn)(1+zn)" Or

lim In(zs) = lim —ln(m) = 1
n (1—z,)(1+x,) z=1(1-2)(14+2z) 2

et donc lim,, S(z,) — Sp (fn) =15°

2
k+1 . P P
(c) En effet sur [0,1] on a (2k+1)2 < (2k+1) < 7tz qui est le terme général d’une série conver-

gente. La série converge normalement donc uniformément. Sa limite est donc continue, et on
2k+1

alimg Zk 0 R = Zk =0 (2k+1)2
(d) Poura <lona [ in(g dt = [ ?:OB 2k In(t)dt. La convergence uniforme sur [0, a] permet
d’intervertir sommation et intégrale, donc en utilisant 1-(2)

@ In(t +oo ok T L2k+1 a2k+1
t“¥In(t)dt = In(a) — —
[rwe=2 [ 2 5551 )~ Gy
Prenant les limites lorsque a tend vers 1, le membre de gauche tend par convergence de
I'intégrale (vue en 1-(3)) vers 01 in(z%
dente et 'indication, vers 3,5 ﬁ
Remarque: 'indication se démontre comme suit.

+oo a2k +1 a a 1 a 1
- dt= | ——dt - dt=
kZ:OZIH—l /0 - /0 21 —1) +/0 51+ 1)

, le membre de droite tend, d’aprés la question précé-

1

3 (—In(1 —a) +1In(1+a))
Orlim,_,1 In(a) In(1+a) = 0 et lim, 1 In(a) In(1—a) = lim, ¢ In(1—u) In(u) = lim, o —uIn(u) =
0.

3. Séries de Fourier (17 pts)

(1) Soit f la fonction définie sur [—m, 7| par f(x) = —zm pour —7 < = < 0 et f(z) = 22 pour
0 < < 7 et prolongée pour étre 27-périodique.
Répondre par VRAI ou FAUX en justifiant
(a) (1pt) La série de Fourier réelle de f a tous ses coefficients a,, nuls ?
(b) (2pt) La série de Fourier réelle de f converge simplement vers f 7
(2) Soit la fonction définie par f(z) = |x| sur | — m, 7[, f(0) = 0 et prolongée par périodicité sur R.
(a) (1 pt) Tracer le graphe de f.
(b) (2 pts) Montrer que f est paire.
(c) (2 pts) Calculer les coeflicients de Fourier réels de f.
(d) (2 pts) La série de Fourier de f est elle simplement convergente ? Si oui, quelle est sa somme
?
(e) (2 pts) La seérie de Fourier de f est elle uniformément convergente ?
(f) (2pts) Montrer que si —7 < z < 7 on a

™ cos((2k + 1)x)
ol =35~ EZ (2k + 1)2



(g) (1pt) En déduire la valeur de "0 m
(h) (2 pts) En utilisant la formule de Parseval, calculer
+oo
1

;) (2k + 1)

Solution :

™ 0
(1) (a) ao = o [T _f(t)dt = L[[° —mtdt + [T t2dt] = L[ + =] #0
ul car f est continue et par morceaux, donc le théoréme de Dirichlet donne la conver-
b) Oui i ot d 1 h de Dirichlet d 1
gence simple de la série de Fourier vers f.

Y

s

‘ T
—2m - 0 ™ 2w

FiGURE 1. Graphe de f

(2) (a)
(b) Eneffet f est paire sur [—7, 7] qui est symétrique par rapport a 'origine, donc sa prolongation
en une fonction 27 périodique est paire.
(¢) Comme f est paire les b, sont nuls. On a

1 [7 1 (/7 ™
= — t|dt = — tdt = -
“0= o i W/o 2

—T

Pourn >0

1 U 1 0 ™ 2 ™
ap, = f/ |t| cos(nt)dt = — [—/ t cos(nt)dt —|—/ tcos(nt)dt} = 7/ t cos(nt)dt =
™ s 0 ™ Jo

—T —T
or une intégration par parties donne

s t ™ T o t
/ t cos(nt)dt = sin(nt)} - / sin(nt) o, _
n 0 0

0 n

T (-1 —1

% cos(nt)} = ﬁ(cos(mr) -1 = 2
0

On a donc pour ag = 5 et pour n > 0

Tr;?f; pour n impair
ap =

0 pour n pair

(d) f est continune et C! par morceaux. Le théoréme de Dirichlet affirme donc que la série de
Fourier de f converge simplement vers f

(e) Oui, car la série de Fourier converge normalement, puisque |b,| < %, donc uniformément.

(f) On a donc sur [—, 7]

™ 72(:05 ((2k + 1)x)
7r

lol=75 - (2k + 1)2



(g) En x = 0 on obtient
d’ott

(h) La formule de Parseval donne

1 2m +oo

1
5r | IF@Pdt=ag+ 35 (@i +6)
k=1

Dans notre cas f:r t2dt = 2%3 donc

ce qui donne

4. Transformée de Fourier (10 pts)

(1) (2pts) Donner la définition d'une fonction & décroissance rapide (i.e. dans S(R)). Ecrire la formule

de sa transformée de Fourier.

(2) (3 pts) Que dire de la transformeée de Fourier de sa transformée de Fourier ? De la transformée de

Fourier de f x g pour f, g dans S.
(3) On considére ’équation différentielle v (t) — u(t) = g(t), ot g € S.
(a) (2pts) Ecrire I'équation satisfaite par 2(€) utilisant g(¢).

(b) (3 pts) Résoudre cette équation. En déduire une expression de u

Solution :

(1) Une fonction f est dans S si pour tous entiers k, [ la fonction z* f(V)(x) est bornée (ou tend vers 0

en +00).
Ona

iy 1 oo —ifx
fio) = o= [t
(2) Ona f(z) = f(—x) et T 9() = VITF©)F(E)

(3) (a) On applique la transofrmée de Fourier qui est linéaire a I’équation. En utilisant f’({) =

—sz(ﬁ) on trouve
—€%u(¢) —u(¢) = g(¢)

Il en résulte




(b) On a a en utilisant la formule d’inversion de Fourier

u(:v)fﬁ - 1+€26 d¢

Remarque: On peut donner une réponse en utilisant la convolution - ce qui n’était pas de-

mandé ici- puisque F ( 15_5?2 )= ﬁ}"(ﬁ)*}"(ﬁ) et on a vu en cours que ]-"(ﬁ) = \/ge_‘zl

donc
-1

— +oo
u(e) = 5 (gxe” @) = 71/_ g(t)e et gt

FIN



