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Equations Diophantiennes

Mots clés : Géométrie plane, Theoréme de Ceva, Theoréme de Menelaus, Point de Nagel,
Point de Gergonne.
On appelle équation diophantienne une équation de la forme

f(xlvm?a"' 71771):07 (1)

ou f est une fonction & n variables, avec n > 2. Si f est un polynome & coefficients entiers, on
dit que (1)) est une équation algébrique diophantienne.

Un n—uplet (29,29, ,2%) € Z" vérifiant est dit solution de I'équation. En théorie des
équations diophantiennes, trois principales questions se posent :

1. Existe-t-il une ou plusieurs solutions ?
2. Le nombre de solutions est-t-il fini ou infini?
3. Déterminer toutes les solutions.

Quelques techniques :

1. Cela ne sert a rien de regarder une équation diophantienne modulo 6, puisque d’apreés le
théoréme des restes chinois, c’est la méme chose que de la regarder modulo 2 et modulo
3. Il faut uniquement essayer de regarder modulo une puissance d’un nombre premier.

2. Souvent il est pratique de trouver les solutions (qui sont faciles & trouver car souvent les
nombres solutions sont petits), en effet s’il y a une solution (par exemple dans 1’équation
initiale (3, 1,2) est solution), il ne peut y avoir de contradiction immeédiate en regardant

un modulo spécifique.

3. On aime avoir des carrés (ou des cubes) pour factoriser (car par exemple z? — x? =

(z —z)(z+ ), pour cela si on a une facteur du type a”, on essaie de regarder ’équation
modulo quelque chose qui divise a + 1 pour montrer que x est pair, donc que a® est un
carré.

4. Souvent si on a un facteur a” dans I’équation il est intéressant de regarder modulo un
nombre premier qui divise a & une certaine puissance (plus grande que celle présente
dans les solutions) : par exemple si on veut résoudre 2° +5 = 3%, on a une solution pour
z =2, x = 3, on peut donc regarder modulo 8, si z > 3, on a 3° = 5(mod8) ce qui est
impossible car 3* vaut 1 ou 3 modulo 8.

5. Quand on ne sait pas quoi faire, les modulos les plus utiles sont souvent 4,8, 3. Quand
on ne sait pas quoi faire, ce n’est pas béte de regarder sur tous les modulos intéressants
entre 1 et 10, c’est-a-dire 2,3,4,5,7,8,9.

6. Quand il y a des carrés, regarder modulo 4 ou 8 est souvent trés utile. Quand il y a des
cubes, regarder modulo 7 ou 9 est souvent utile. De maniére plus générale, quand il y a
des cubes, il est utile de regarder modulo un nombre premier congru & 1 modulo 3 (par
exemple 7 ou 13).

7. Quand il y a un facteur n! dans I’équation, il faut souvent borner n. Souvent on peut
prouver facilement que n! ne peut pas étre divisible par quelque chose et ceci donne une
borne sur n. Il reste a traiter les autres cas a la main.



8. Souvent il est utile de factoriser par le pged pour simplifier I’équation. De plus, cela
permet parfois d’obtenir une équation concernant des variables premiéres entre elles, ce
qui est plus pratique pour regarder les divisibilités.

9. Parfois, les équations diophantiennes nécessitent des inégalités : quand on a des équations
diophantiennes avec x, y, z a certaines puissances, souvent un des deux cotés de I'inégalité
est bien trop grand lorsque x,y,z sont assez grands. Pour cela, souvent il est utile
d’ordonner x,y, z et de borner chacun d’entre eux.

Exercice 1 : Résoudre I’équation suivante dans Z>

r? —y* — 2 + 3y = 30. (2)
On multiplie I’équation par 4

4a* — 4w — 4y* + 12y = 120
et on complete les carrés
(20 -1 —1-[(2y—3)*—9] =120 < (2 —1)> — (2y — 3)* = 112.

Posons a =2x — 1 et b= 2y — 3, deuz entiers impairs. Alors

(a—b)(a+b)? =112.

et on a que a — b, a + b sont pairs. Donc, il existe k, k' € Z tel ques a — b =2k et a + b= 2K/,
ainst que
a=k+F, b=k —k et kk' = 28.

Comme a est impair, k et k' sont de parités opposées. Les couples (k, k") possibles sont donc
(1,28),(28,1),(4,7),(7,4) et leurs opposés. Les couples (2,14) et (14,2) sont de méme parité,
et donc ils sont exclus. On a
a+1 b+3
2 2

Tr =

Donc on obtient les solutions suivantes

(k, k') | (1,28) (28,1)  (4,7) (7,4)
(z,y) | (15,15) (15,—12) (6,3) (6,0)

Ainsi que

(k,K) | (=1,-28) (=28,—1) (—4,-7) (=7,—4)
(z,y) | (-14,-12) (—14,15) (=5,0)  (=5,3)

Exercice 2 : Soit z un entier strictement positif tel que x + 100 est un carré parfait, et x 4+ 168
est un autre carré parfait. Déterminer toutes les valeurs possibles de .
Soit a,b > 0 tels que x + 100 = a® et x + 168 = b?. Alors

b’ —a®>=68=(b—a)(b+a).

Les deux facteurs ont la méme parité et leur produit est pair, donc ils sont pairs. Comme
68 =2-34 (et 1-68, 417 sont de parités différentes), on obtient

b—a=2 et b+a=34

Soit
b=18 a=16



D’ou
xr =162 — 100 = 156 (et 156 + 168 = 324 = 182).

Exercice 3 : (Allemagne) Déterminer les nombres premiers p tels que le systéeme d’équations

p+1=2z2

admet une solution entiére (x,y). On peut supposer x,y > 0 (en fait > 0). Comme p+1 = 222,
on exclut le cas ot p =2 car 3 = 2x? est impossible. En soustrayant

p(p—1)

5 > 0.

20 2" =p’ —p = (y—a)(y+a)=

Donc y > x. D’autre part 2y* = p* +1 < 2p?, donc y < p, et
O<y—xz<p

Donc on en déduit que le nombre premier p divise (y — x)(y + x) mais ne divise pas y — x, donc

ply+ao

Comme 0 < x4y <2p, on ax+y=p. Alors

En reportant dans 2x? = p+ 1 on obtient

(p+1)°

3 =p+1l <<= p+1=8 < p=T.

Réciproquement, p = 7 convient car 7+1=2-22 et 7> +1 =252
Exercice 4 : (Russie) Déterminer les paires (p, ¢) de nombres premiers telles que :

= =p+aq’ (4)

Supposons p,q # 3. Par Fermat,
et

L’équation donne
p—q=(p+q? (mod3), avec p,q€{1,2} mod3

FEtudions les possibilités suivantes
1. Sip=q, le membre de gauche vaut 0, mais p+q=2p #0, donc (p+q)* =1
2. Sip=letq=2alorsp—q=2maisp+q=0, donc (p+q)* =
3. Sip=2etq=1alorsp—q=1mais (p+q)?=0.

Aucun cas n’est possible, donc p =3 ou q = 3.

1. Casp=3:0na27—¢q¢ = (3+q)* >0, donc ¢° < 27, ce qui donne q = 2, mais
27 — 32 < 0. Impossible.



2. Cas q=3:0n ap’—243 = (p+ 3)?, soit p*> — p?> — 6p — 252 = 0, soit
(p—T7)(p* +6p+36) =0.

Comme p* 4+ 6p + 36 > 0, on a p = 7. On vérifie bien que 343 — 243 = 100 = 102.

Exercice 5 : Résoudre 3" — 2Y = 1 pour tout x,y entiers positifs.
Siy=1, alors3* =3 et x =1 : (1,1) est solution. Si y > 2, on regarde modulo 4

3*=1 (mod4)
donc x est pair, alors il existe un k € Z tel que x = 2k. Donc
3k _1=2V «—= BF -1 +1)=2v.

Les deuz facteurs sont des puissances de 2 qui different de 2. Si 2% < 2° avec 2° — 2% = 2, alors
24(20=2 — 1) =2, d’on
a=1 e b=2
Donc
3F—1=2 et 3F+1=4
d’ot
k=1 =2 y=3
L’ensemble des solutions {(z,y) € {(1,1),(2,3)}}.
Exercice 6 : (JBMO SL 2022) Déterminer toutes les paires (k,n) d’entiers positifs tel que

U214+ +E=1+2+ ... +n.

Onnote S, =1'+21+---+ Kk and T,, = ”(”TH) Petit calcul on trouve S; =1, Sy =3, S3 =9,

S4 = 33, S5 = 153. De meme T1 = 1, T2 = 3, T3 = 6, T4 = 10, T5 = 15, T6 = 21, T7 = 28, Tg =
36. On remarque

1. Sy =1="1T donc (k,n)=(1,1)

2. So=3="T, donc (k,n) = (2,2)

3. S3 =9 et Sy = 33 ne sont pas triangulaires (9 est entre T3 = 6 et Ty = 10 et 33 est entre
T: =28 et Ty = 36);

4. S5 =153 = 18 donc (k,n) = (5,17).

5. Cas k > 6, on regarde modulo 7. On a n! =0 pour n > 7, donc

Sp=85=8713=7-124+5=5 (mod 7).
Or les nombres triangulaires @ modulo 7 valent, pourn =0,1,...,6:0,1,3,6,3,1,0.
Ils ne prennent jamais la valeur 5 modulo 7. Donc il n’y a pas de solution pour k > 6.
L’ensemble de solutions : (k,n) € {(1,1),(2,2), (5,17)}.
Exercice 7 : (JBMO 2019) Résoudre 45 — 6Y = 2019* pour tout z,y, z entiers positifs.
On a 2019 = 3 - 673. L’équation s’écrit

32THT _ 9Y3Y — 376737,

1. Cas 2x < y. Alors 3** (51E — 2939_2“") = 3%673%. Le crochet n’est pas divisible par 3 (car
315%), donc z = 2x et 57 — 2Y3v=2® = 673%*. Or le membre de gauche est < 5% < 6737,
Contradiction.



2. Cas 2x = y. Alors 9°(5% — 4%) = 376737, d’ou z > 2z et 5° — 4% = 3*72%673* > 673% >
673%¢ > 5%. Contradiction.

3. Cas 2x > y. Alors 3V (32“7_3/550 — 2y) = 376737 et le crochet n’est pas divisible par 3, donc
z=uy et
3%V 5T = 673V 4 2V.

Le membre de gauche est divisible par 5 (car x > 1) et par 3. On a 673 = 3 (mod 5),
donc 3V = —2Y (mod 5), c’est-a-dire (3-3)Y = 4¥ = —1, ce qui impose y impair. On
utilise le lemme de l'exposant (y impair, 3,51 673 -2) avec 673 + 2 = 675 = 33 - 52 :

v3(673Y +2Y) = 3 + v3(y), v5(673Y +2Y) = 2 4 us(y).
Comme 6739 + 2Y = 3%*=Y5% n’a que 3 et 5 pour facteurs premiers,
6739 < 673Y 4 2V = 33+uW52+us(v) < 67542,

Pour y > 2, 673V > 675y? (c’est vrai pour y = 2, et le rapport 673Y/y* est croissant).
Doncy =1, z =1, et 3%2*715% = 675 = 33 - 5% donne v = 2. On vérifie qu’'on a bien
45% — 6 = 2025 — 6 = 2019.
L’ensemble de solutions : (z,y,z) = (2,1,1).
Exercice 8 : (JBMO 2015) Trouver tous les a, b, ¢,k avec a, b, ¢ des nombres premiers et k
un entier positif tel que a? + b% + 16¢? = 9k + 1.
On a
16 =c* (mod3) et 9k*+1=1 (mod 3)

donc
a®+b*+c=1 (mod 3)
Le carré d’un premier vaut O modulo 3 sl est égal a 3, et 1 sinon. Le nombre de premiers parms
a, b, c différents de 3 est donc =1 (mod 3), donc égal a 1. Deux des trois premiers valent 3.
1. Casa=0b=3. On a18+16¢* = 9k? + 1, soit (3k —4c)(3k+4c) = 17. Donc 3k —4c =1
et 3k+4c =17, d’ou k =3 et c = 2.
2. Casa=c=3. On9+b*+ 144 = 9k* + 1, soit (3k — b)(3k +b) = 152 = 23 - 19. Les
facteurs ont méme parité, donc (3k — b, 3k +b) € {(2,76), (4,38)} :

(2,76): 3k =39, k=13, b=37;  (4,38): 3k=21, k=7, b=17.

Les nombres 37 et 17 sont premuers.
3. Cas b= c = 3. Symétrique du précédent, avec a = 37 ou a = 17.

L’ensemble des solutions :
(a,b,c, k) € {(3,3,2,3), (3,37,3,13), (37,3,3,13), (3,17,3,7), (17,3,3,7)}

Exercice 9 : (JBMO 2020) Déterminer s’il existe un entier naturel n tel que 8" + 47 est un
nombre premier.
On distingue trois cas, selon n modulo 4.

1. Sin pair, on a 8" = (—=1)" =1 (mod 3) et 47 =2, donc 3| 8" +47.

2. Sin=1 (mod4) on a8 =3"=3 (mod 5) (car 3* =1) et 47 = 2, donc 5 | 8" + 47.

3. Sin=3 (mod4) on a8 =64=—1 (mod 13), donc 8 =1 et 8" =8> =5 (mod 13).
Comme 47 = 8 (mod 13), 13 | 8" +47.



Dans tous les cas 8™ + 47 est divisible par 3, 5 ou 13 et est strictement supérieur a 13, donc il
est composé. Il n’existe aucun tel n.

Exercice 10 : (JBMO 2023) Trouvez toutes les paires (a,b) d’entiers positifs tels que a! + b
et bl + a sont tous deux des puissances de 5.

Le probleme est symétrique, on suppose a < b.

1. Casa=b. Onaa' +a=a((a—1)+1) =5 donca =5 et (a—1)+1 est une

puissance de 5.

(a) a=1:114+1=2, non.

(b) a=5:5-25=125= 53 oui.

(c) a=>5" aveci>2 :(a—1)! est divisible par 5, donc (a—1)!+1=1 (mod 5) est une
puissance de 5 strictement supérieure a 1 : impossible.

On obtient (5,5).

2. Casa <b<4.Onteste:(1,2) :3, non; (1,3) : 4, non; (1,4) : 1!+4 =5 et 41+1 = 25,
out; (2,3) : 3142 =28, non; (2,4) : 2! +4 =6, non; (3,4) : 3! +4 = 10, non.

3. Casa <betb>5. Montrons que c’est impossible. Comme bl + a > 1 est une puissance
deb5 et5|bl, onabla, donca>5. Commeal+b>1 est une puissance de 5 et 5 | al,
on ab|b. Deuzx sous-cas :

(a) a > 10 (multiple de 5 avec a > 6) : vs(al) = vs(a) + vs((a — 1)!) > vs(a) + 1, donc

vs(b!) > vs(al) > vs(a).

(b) a=>5 :alors5|betb>5 donne b > 10, donc vs(bl) > 2 > 1= vs(a).

Dans les deux cas vs(b!) > vs(a), donc vs(b! + a) = vs(a) et bl +a = 5" < a, ce qui

est absurde car b + a > a.
L’ensemble de solutions : (a,b) € {(1,4), (4,1),(5,5)}.
Exercice 11 : Déterminer les nombres premiers p pour lesquels QP;# est un carré parfait.
Pour p = 2, % n’est pas entier. Soit p impair, il existe un k > 1 tel que p — 1 = 2k et
2Pt — 1 =pa?. Donc

(2F —1)(2" + 1) = pa®.

Les facteurs 28 — 1 et 28 + 1 sont impairs et different de 2, donc sont premiers entre euz. Le
premier p divise ['un des deux, et alors ['un des facteurs est un carré, l'autre étant p fois un
carré. Deux cas sont possibles

1. 8i 28 +1 =% Alors 28 = (b —1)(b+ 1), deux puissances de 2 qui different de 2, donc
b—1=2,b+1=4, k=3 etp="7T. On vérifie qu’onabz’engGT_l:9:32.
2. 8i 2k —1 =102 Pour k >2,2"—1=3 (mod 4) nest pas un carré. Donc k =1, p = 3.
On vérifie qu’on a bien 223_1 =1=12
L’ensemble de solutions est p € {3,7}.
Exercice 12 : Trouver les (p,m,n) avec p premier et m, n des entiers positifs tels que p™ —n3 =
27. On a

p"=n"+27=(n+3)(n*—3n+9)
Les deuz facteurs sont des puissances de p, avec n + 3 > 4. De plus,
n*—3n+9—n+3)=n>—4dn+6=(n—2)>+2>0,
donc n + 3 est la plus petite des deuzr puissances, et divise [’autre
n+3|n?—3n+9

Or
n*—3n+9=(n+3)(n—6)+27,

doncn+3|27. Avecn+3 >4, onan+3¢€ {9,27}.
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1. Sin =6 alors 63 4 27 = 243 = 3°. Convient avec p = 3, m = 5.
2. Sin =24 :24%+27 = 13851 = 35 - 19 n'est pas une puissance de premier.
L’ensemble de solutions est (p,m,n) = (3,5,6).



