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ALGEBRE LINEAIRE AVANCEE ET NUMERIQUE

PARTIEL 2025-2026
1. EXERCICES

Donner une expression de (A + B)~! en tant que série, en supposant que A est inversible.
A quelle condition est-elle convergente ? On suppose A inversible. On factorise

A+B=A(I+A7'B).
Si (I + A~'B) est inversible, alors
(A+B) = (I+A'B)"' A"

On pose U = —A~'B et on utilise la série de Neumann : pour toute matrice U telle que la
série S 120 U* converge,

—+00
(I-uv)y"t=> v~
k=0

+oo
La série de Neumann Z U* converge (en norme) si et seulement si le rayon spectral de
k=0
U wvérifie p(U) < 1. Une condition suffisante est : pour une norme matricielle subordonnée
-1,
-1
Ul =lA""B|| < 1.
Ainsi, la série
+oo
(A+B)1 =Y (-1)k(A1B)*a
k=0
est convergente dés que ||[A71B| < 1.
Montrer que la matrice

1 0.001 0.001 0.001
0.001 2 0.001 0.001
0.001 0.001 3 0.001
0.001 0.001 0.001 4

est inversible, avec le moins de calcul possible. On décompose M = A+ B avec

0 0.001 0.001 0.001
0.001 0 0.001 0.001
0.001 0.001 0 0.001
0.001 0.001 0.001 0

A = diag(1, 2, 3, 4), B=

On a que A est inversible avec

A7l = diag(l, %, %, %) .

D’aprés la question précédente, M est inversible dés que ||[A™1B|| < 1. On majore avec la
norme subordonnée a la norme infinie

IA™ Blloc < 1A o - 1Bl oo
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Ainsi,
A oo = max(1, 4,4, 1) =1, ||B|js = 0.001 x 3 = 0.003
Donc
A7 B|ls < 1 % 0.003 =0.003 < 1.

La condition de convergence de la série de Neumann est satisfaite M est inversible.

Soit
2 1
a= (1)

Diagonaliser la matrice A en base orthonormée, avec le moins de calcul possible. Dessiner
schématiquement les ensembles de niveau de la forme quadratique = — (z, Az) —x1. A est
une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable en base orthonormée (théoréme spectral).
01
10
deuz coordonnées. On lit directement les vecteurs propres de J, donc de A, sans calculer de

polynome caractéristique :
1 1 1 1
1(1)=0) = 2() =2 ():
1 1 1 1
7(4) == (4) = () - (1),

Les valeurs propres sont donc \y = 3 et Ao = 1. Les vecteurs

w() ()

sont normés et orthogonauz (vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes d’une
matrice symétrique réelle). Avec P = (uy | uz), on a

PlAP = PTAP = (g (1)> .

On remarque que A = I 4+ J avec J = < >, la matrice de la symétrie qui échange les

On pose
1 1 1 1 T (10
P_\@<_1 1), P*AP=P AP-(O 3>.

q(z) = (z, Az) — x1 = 222 + 22120 + 203 — 21,

On développe

On effectue le changement de variables x = Py, donc

x1 = yl\-/FEyz’ To = _y\l/‘%‘?JQ
Donc
(v, Az) = (y, PTAPy) = y} + 3y3.
Ainsi

_ 2 2 yitys 2 Y1 2 Y2
=y; +3ys — L =y7 — — + 3y, — —.
q9=1Y Yo V2 Y1 \@ Ya \/5

On compléte le carré dans chaque variable

_( _1>2_1+3< _1)2_1
qg=1\%N 2\/5 3 Y2 6\/5 Yk
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En posant z1 = y1 — 2—\1@ et zo = yo — ﬁ, les ensembles de niveau {q = ¢} s’écrivent

9 9 1 1 1
21+3Z2:C+§+ﬂ20+6-

L ce sont des ellipses centrées en z = 0 (i.e. au point x* = P(yi‘,y;)T avec

Pour ¢ > —¢,
Yyl = ﬁ, Y5 = 67\1/5)’ dont les axes sont alignés avec les vecteurs propres ui et us.

:c*—il—&-}l—%
12 \1 4—1_—%'
1 1

On peut vérifier en faisant Vq(x) = 2Ax —e; =0 < Ax = (%,O)T — = (g, —g)T.
%, atteint en x*. Posonsr =c+ %. Pour ¢ > —%, c’est une ellipse
centrée en x*, d’azes dirigés par uy et ua, de demi-azes \/r/3 selon (1,1) (petit ave) et /7
selon (1,—1) (grand aze). Le rapport des demi-azes est /3 (racine du rapport des valeurs

propres).

Le minimum de q vaut —

Z2

I

Sic< —% : lensemble de niveau est vide. Et si c = f% : c’est le point {x*}.
Montrer que si A est symétrique réelle et a valeurs propres strictement positives, alors ¢(z) =
T Az est définie positive. Puisque A est symétrique réelle, le théoréme spectral garantit
l’existence d’une base orthonormée de vecteurs propres. Il existe une matrice orthogonale
P € O,(R) (i.e. PTP =1) et une matrice diagonale
D:diag(Al,...,)\n), A >0V,
telles que A = PDPT. Soit x € R", x # 0. On effectue le changement de variable y = P .
Puisque P est orthogonale, P est inversible, donc x # 0 = y # 0. On calcule
q(x)=2"Az =2 (PDP" )z = (P'z)'D(P"z) =y Dy.

Or

n

y Dy => \yi.

i=1

Puisque A\; > 0 pour tout i et que y # 0, on obtient

n n
Q(x) = Z )"Ly7,2 > Amin Z?J? = )\min||y||2 > 0,
=1 =1

0l Amin = min; A; > 0. Ainsi g(x) > 0 pour tout = # 0, et ¢(0) = 0. Ainsi, la forme
quadratique q est définie positive.



2. TRANSFORMEE DE FOURIER MULTIDIMENSIONNELLE

On considere I'espace CN*N modélisant des signaux bidimensionnels de taille N x N (par

exemple, des images de N x N pixels). On utilisera comme dans le cas monodimensionnel les
notations z; ;, pour 4,7 = 0,..., N — 1, avec la convention que

LitkNj+HIN = Tij

pour tout k,! € Z. L’espace CV ? est muni de sa structure euclidienne canonique

xxy = ZZnyw

=1 j=1
(1) On considere I'application linéaire de décalage “horizontal” donné par (T'x);; = xit1,-
Donner l’expression de sa matrice dans la base canonique de CV*¥ donnée par (€ij)irjr =
;054 pour ¢,7,4',j' =0,..., N — 1. L’expliciter dans le cas N = 2. On calcule l’image de
chaque vecteur de base. Pour x = ey j/, on a
(Tej)ig = (e g)iv1g = Gt 0j, j = 0,07—1 mod N 0j, -
Donc Tey jo = €y_1 mod N, j/- Les coefficients matriciels sont
(M) 5, i"j") = Oi, 1 mod N Oj, jr-
En ordonnant la base comme (eg 0, €0,1, €1,0, €1,1)

Tepo=e10 Teyy1=e1n Tero=epo0 Tein=epa.

D’ou
0010
000 1
Mr=11 90 0o
0100

(2) Calculer 'action de 'adjoint 7% sur un vecteur x (on pourra utiliser la formule (z,Ty) =
(T*z,y) pour tout y € CV*N). En déduire que T est unitaire. Soit x,y € CV*N. On
calcule (x,Ty)

N—-1N-1 N—-1N-1
(z,Ty) = Li,j (Ty E E Ti,j Yi+1,j
=0 jZO i=0

On effectue le changement d’indice i' = i + 1 mod N (i.e. i =14 —1mod N), qui est une
bijection sur {0,...,N — 1}
N-1N-1

<$Ty szz’ 1,5 Yi'5-

i’=0 j=0
Par unicité de ’adjoint, on identifie
(T"2)ij = @i-1,j
T* est donc le décalage horizontal dans le sens opposé : (T*x); j = x;—1,;. Reste a montrer
que T*T =TT*=1.
(T"Tx)ij = (Tx)i1j = T(-1)4+15 = Tij
donc
T =1.

(TT )iy = (T"0)ig15 = T(i+1)-1,5 = Tij
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donc

TT* = 1.
Donner I’ensemble des valeurs propres de T'. Quelle est leur multiplicité 7 Donner une base
orthogonale de vecteurs propres. On cherche X € C et x # 0 tels que (Tx);; = Az,
i.e. Tip1; = Ax;j pour tout i,j. La récurrence en i donne x; ; = N wo ;. La condition de
périodicité TN ; = T;; 1mpose

AW =1.
Les valeurs propres sont donc exactement les racines N-iemes de ['unité

N = 2Nk =0,1,...,N —1.

Pour chaque valeur propre Ay, le vecteur propre associé doit satisfaire x; j = )\%C x5, OU To,j
est libre pour chaque j € {0, ..., N —1}. L’espace propre associé a \i, est donc de dimension
N (un degré de liberté par colonne j). Ceci est cohérent avec Zivzfol N = N? = dim CV*V,
Chagque valeur propre Ay, est de multiplicité N. Pour k € {0,...,N—1} etl € {0,..., N—1},
on pose

1 o - 1 .
(fk l)‘ I N e?mkz/N 627T’Llj/N N wgc\; w%) WN = eQﬂ'z/N.

Vecteur propre :
1 +1) 1
(Tfrn)ig = (frdivrg = yw wn W = Wy (Fr)ig = M (fr)ig
. Reste a vérifier lorthogonalité

N-1N-1 L /N N_1
/ l/ k' — k)i V—1
(frs Frrr) NQZZwN Wi Rl :N2<Z°05v >z> Wi

i=0 j=0 i=0 §=0

(fris frrwr) = Onpr O1pr-
La famille (fi1)o<ki<n—1 est donc une base orthonormée de
propres de T.
Soit. A une application linéaire sur qui commute avec T'. Déduire de la question
précédente que, dans la base de vecteurs propres trouvée précédemment, la matrice A est
diagonale par blocs. Soit E, = Vect(fy;, | =0,...,N — 1) l’espace propre de T' associé¢ a
A = w?\,. Soit x € By, i.e. Tx = A\px. Alors

T(Az) = A(Tx) = A(\kx) = M\ (Az),

donc Az € Ej,. On ordonne la base orthonormée (fi)k1 en regroupant d’abord par valeur
de k

CNXN constituée de vecteurs

(CNXN

fo,0,---s fon—1, 1,0 fi,N=1, ---s FN=1,00---s [N—1,N=1-

Ey By En_1
Puisque chaque Ey, est stable par A, et que les Ey, sont deux a deux orthogonaux, tout vecteur
fr1 € By, est envoyé par A dans Ej,, il n’y a pas de couplage entre blocs distincts. Autrement

dit
(forvs Afry) =0 sik #k.
La matrice de A dans cette base est donc diagonale par blocs

By 0

0 Bn_1



ot chaque bloc By, € My (C) est la restriction de A a Ey, de coefficients
(Bk)l’,l - <fk:,l’7 Afk,l>7 lal, S {OaaN_l}
On suppose maintenant que A commute avec T ainsi qu’avec I'application de décalage

“vertical” (Rx)ij = x; j+1. Comment peut-on diagonaliser A? Par le méme raisonnement
qu’a la question précédente, R est unitaire et ses valeurs propres sont les racines N-iémes

de Dunité p; = wﬁv, l=0,...,N —1, avec les mémes vecteurs propres fi;
1 g 1G+1
(Rfk)ij = (fr)ijr = Nw]’“\} W = (fr)ig = 1 fre

Les fi; sont simultanément vecteurs propres de T' et de R. uisque A commute avec T et
avec R, le lemme de stabilité s’applique auz deux opérateurs, pour tout k,l,

T(Afr1) = M (Afra), R(Afr1) = i (Afrg).

Ainsi Afy est un vecteur propre commun de T et R pour les valeurs propres (A, p). Or
l’espace propre commun

Fi; = ker(T — A\ I) Nker(R — pyl) = Vect(fi)

est de dimension 1. En effet, fi; est l'unique vecteur (a scalaire prés) vérifiant simul-
3 =k b e s ; S R ki, L
tanément Ti11 j = W T el T j41 = WyTi j, ce qui détermine entierement T; j = Xo WNW -

Donc Afy; € Fy, ce qui signifie
Afer = Apg frg,

pour un certain scalaire /Alkyl € C. A est diagonale dans la base orthonormée (fi1)o<ki<N-1,
avec valeurs propres /Alk,l = (f1, Afr1). En particulier, A est entiérement déterminée par
sa transformée de Fourier discréte 2D : tout opérateur commutant avec T et R est une
convolution 2D circulaire.
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