ALGEBRE LINEAIRE AVANCEE ET NUMERIQUE

RATTRAPAGE 2025-2026

On rappelle qu’'une forme quadratique x — g(x) est dite semi-définie positive si g(z) > 0 pour tout
x, et définie positive si g(x) =0 =z = 0.

(1)

Soit N une matrice carrée nilpotente, c’est-a-dire telle que NP = 0 pour un certain p € N.
Montrer que I — N est inversible et donner une expression de son inverse sous forme d’une
somme finie. En déduire I'inverse de la matrice

1 -2 -3
A={(0 1 =2
0 0 1

Soit N nilpotente avec NP = 0. Comme I et N commutent on a
(I-N)I+N+--+NH)=T-NP=1,
et de méme dans Uautre ordre. Donc I — N est inversible et
p—1
(I-N)"'=> Nk
k=0

On écrit A=1— N avec

0 2 3 0 0 4
N=[0o 0 2], N2=1{(0 0 0], N3 =0.
0 00 0 00
Donc
1 27
AT'=T4+N+N*=[0 1 2
0 01
Exprimer la matrice
1 -4 -9
B=10 2 -6
0 0 3

en fonction de la matrice A précédente. En déduire que B est inversible, et calculer son
inverse. Soit D = diag(1,2,3). Multiplier A a droite par D multiplie la j-éme colonne par
d;

1 —4 -9
AD=10 2 —-6]| =B.
0 0 3
Donc B = AD est un produit de deux matrices inversibles, donc inversible, et
1 2 7 1 2 7
B'=D'A"'=diag(1,4,4) (0 1 2] =0 3 1
001 00 3
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(3) Soit

1 2
= 1)
Diagonaliser la matrice A en base orthonormée, avec le moins de calcul possible. Dessi-
remarque A =1 + 2J avec J = (

ner schématiquement les ensembles de niveau de la forme quadratique =z — (z, Az). On
01 D
1 o) Donc

1 1 1 1
A = 3 5 A = — .
1 1 -1 —1
1 (1 1
Les vecteurs uy = ﬁ(l) et ug = Vi
matrice symétrique) et normés. Avec P = (uy | ug)

( 11) sont orthogonauz (valeurs propres distinctes d’une

PTAP = (3 0 )
0 .

-1
positive, une négative). Les ensembles de niveau {q = c} sont

Avec x = Py, on a q(x) = (z, Az) = 3y} — y3. La forme est indéfinie (une valeur propre
(a) Pour ¢ =0, deuzx droites yo = +v/3y1 (les asymptotes), qui se croisent en 0 ;
uy = (L 1) ;

our ¢ > 0, des hyperboles 3y; — y5 = c dont les branches coupent l'axe dirigé par
b) P 0, des h blB% % dont les b h t dirigé

(¢) Pour ¢ <0, des hyperboles dont les branches coupent l'aze dirigé par us = (1, —1).

c>0




(4) Soit A une matrice symétrique réelle, et z € C R. Montrer que la matrice z— A est inversible,

et que
1

Im(2)]
Soit A symétrique réelle et z = s+ it avec t = Im(z) # 0. D’apreés le théoréme spectral,
A= PAP" avec P orthogonale et A = diag(\;), \; € R. Alors

z—A=P(z—AP", z — A = diag(z — \).
Comme \; est réel et z ¢ R,

|z — Xi| > [Im(z — \;)| = |t| >0,

Iz =)~ <

donc z — A est inversible, et z — A aussi, avec
1
— AL = Pdi ( )PT.

P étant orthogonale (donc unitaire), elle conserve la norme euclidienne, et

1 1 1
I(z = A)7H| = max <=
i 2=l Tt [Im(z)]

Soit B € RV*M yune matrice quelconque. Montrer que BT B est symétrique et que la forme
quadratique z — 7 BT Bx est semi-définie positive. A quelle condition sur B est-elle définie
positive? On a (B'B)T = BT (BT)T = BT B, la matrice est symétrique. Pour tout x € RM

¢"B"Bx = (Bz)" (Bx) = |Bz|? >0,

donc la forme est semi-définie positive. Elle est définie positive si et seulement si

|Bz|?=0 = z=0,
c’est-a-dire KerB = {0} : B est injective (ses colonnes sont linéairement indépendantes,
rang B = M, ce qui impose N > M ).
Soit A une matrice carrée de taille IN. Supposons qu’il existe o > 0 tel que, pour tout
z e RN,

2T Az > a||z)|2.

Montrer que A est inversible. Montrer que «|z|| < |[|Az||, et en déduire une borne sur

|A7Y|. Si Ax =0, alors 0 = x" Az > a||z||?, donc x = 0. A est injective, et comme elle est
carrée, elle est inversible. Par Cauchy—Schwarz,

allz|* < «T Az < ||z || Az],
d’ou a||z|| < ||Az| (trivial pour x = 0, et on divise par ||z|| sinon). Pour y € RY, on

applique ce qui précéde ¢ x = Ay :

oAy <llyl,  done  [|ATY] <

Q| m

On cherche a résoudre le systéme linéaire Ax = b avec

=) =)

par la méthode de Richardson z,,41 = z, +«a (b— Ax,), avec g = 0. Donner I'expression de
z,. En déduire une condition suffisante sur o pour que z,, converge vers la solution A~'b.
On a
Tni1 = (I — aA)z, + ab
3



La solution z* = A~'b = (1,%)—r vérifie ¥ = (I — aA)x* + ab. Lerreur e, = x, — z*
satisfait donc

ent1 = (I —ad)ey, en=UI—aA) "¢ =—(I — aA)"z".
Comme I — aA = diag(1 — «, 1 — 9av),
1—(1—a)”
Ty = .
TR = (1= 9a)m)

La suite converge vers x* dés que |1 —a| <1 et |1 —9al < 1, c¢’est-a-dire
O0<ax< 2
a< =,
9

(8) Soit A une matrice N x M. En utilisant la décomposition en valeurs singulieres A = USVT,
avec U et V a colonnes orthonormales et S diagonale a diagonale positive (s, ..., s,), montrer

que
,
1Az = max s, [A[E=) 57
i=1,..,r =1
ou || - ||2 est la norme induite par la norme euclidienne et || - |7 la norme de Frobenius. Soit

A=USV" avecU'U =1,, V'V = I, et S = diag(sy,...,s,), si > 0. Pour la norme 2,
pour x € RM | posons y =V z. CommeU'U =1,

1Az[? = 2 TVSUTUSV e = [[Syl* = Y 5?97 < smaxllyll*-
=1

Or VV'T est le projecteur orthogonal sur ImV , donc |ly|| = ||[Vy| = [|[VV Tz| < ||z|| (on
a |Vyll = lyll car VTV = I). Ainsi ||Az|| < smax||z]l, d0t ||All2 < Smax. L égalité est
atteinte : si S, = Smax et vy est la k-éme colonne de V, alors Vv, = e, et ||Avy| =
|Sek|| = sk, avec ||vg|| = 1. Donc

lA|l2 = mzax S;.

Pour la norme de Frobenius, on a ||A||% = tr(ATA) et, par invariance de la trace par
permutation circulaire,

tr(ATA) = tr(VSUTUSV") = tr(VS*V) = tr(S°V V) = tr(S%) = > 7.
=1

(9) Soit A une matrice N x M. Montrer que
Ker(A) = Im(AT)*
On utilise (ATy, x) = (y, Ax) pour v € RM ¢y € RN,
(C) Si Az =0, alors pour tout y, (ATy,x) = (y, Ax) =0, donc x L Im(A").
(D) Six L Im(A"), alors (y,Az) = (ATy,x) = 0 pour tout y. En prenant y = Az, on
obtient || Az||?> = 0, donc Az = 0.

Ainsi Ker(A) = Im(AT)*.

(10) Soit A une matrice N x M. Calculer le gradient de I’application x — || Az||? définie sur RM.
Soit f(x) = ||Az||?> = 2T AT Az. Pour h € RM

f(z+h) = [|Az + AR|* = f(2) + 2(Aw, Ah) + || AR|]* = f(2) + (24T Az, h) + O(||R]?)

car || AR|[* < [|A][?||R[|*. Donc

Vf(z)=2A" Az.
4



